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Hydrodynamique, — Cavitation et tension superficielle, I. Par F. K. Tu. 
VAN ITERSON. 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 
1. Généralités et état actuel du probléme de la cavitation. 


L’étude des pompes centrifuges des stations d’élévation d'eau du polder 
Wieringerméér, polder qui fait partie de l’endiguement du Zuiderzée, a 
conduit a de nombreuses séries d’essais sur modéles réduits, dans le but 
non seulement d’obtenir un rendement trés élevé mais aussi pour éviter 
l'usure rapide des pompes par cavitation. Ces essais ont permis d’éliminer 
plusieurs types de roues, entre autres des roues a trois pales, dont le 
rendement fut excellent, mais qui accusaient un commencement de cavi- 
tation (décelé par un léger bruit), par suite de la hauteur d’aspiration 
imposée par le polder. 

Avec les tracés de roues définitivement choisis, nous avions alors estimé 
étre a l’abri des phénoménes de cavitation. 

Or, combien grand fut le désappointement, lorsque, pour les deux 
stations de pompage, le ,,Lely”’ et le ,,Leemans’’, une cavitation intense fut 
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signalée, cavitation qui se 


manifestait non seulement 
pendant la période d’assé- 
chement du lac endigué, 
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mais encore, circonstance 
plus grave, quand les 
pompes fonctionnaient avec 
hauteur d’aspiration et de 
refoulement normales. 

La figure 1 donne la dis- 
position générale des pompes 
de la station ,,Lely”. La 
figure 2 est une photogra- 
phie de la roue a quatre 
pales. La figure 3 montre 
l'un des effets de la cavita- 
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tion; finissant par la rupture 


Fig. 1. Disposition générale des pompes dans la des roues de plusieurs 
station élévatoire ,,Lely” a Medemblik, pompes. 
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On voit sur ces figures que les profils adoptés pour les aubes sont 
analogues a ceux des ailes d’avion, de profils bien étudiés. 

Nous ffimes alors conduits a étudier les causes de la cavitation: 

Suivant la conception généralement adoptée, la cavitation dans une 
machine hydraulique se produit aux endroits oa la pression absolue du 


Fig. 3. Erosion par cavitation de la roue d'une pompe de la ,,Lely”’. 
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liquide tombe au dessous de la tension de la vapeur d'eau, c'est a dire a 
1/100 d'atmosphére pour la température moyenne en hiver. 

Dans nos calculs quantitatifs, nous pouvons négliger cette faible valeur 
de la pression absolue, et dire que l'eau commence a bouillir quand sa 
pression s'approche du zéro absolu. 

La condensation brusque des bulles de vapeur d'eau dans les zones ot 
la pression absolue de la veine fluente redevient supérieure a sa tension, 
occasionnerait le bruit, les vibrations, la détérioration, la rupture des 
organes de nos machines, autant d’éléments qui constituent les indices 


de la cavitation. 
2. Investigation théorique. 


Afin de mieux pénétrer le fonctionnement de la pompe centrifuge la 
plus importante de la Hollande, pompe qui servirait comme objet d’étude 
pour les stations de pompage futures, la direction des Travaux du Zuider- 
zée avait chargé BURGERS et VAN DER HEGGE ZIJNEN de déterminer les 
caractéristiques de l’écoulement de l'eau a travers la roue de la pompe, 
par la méthode de la transformation conforme. 

Le monde scientifique doit admirer la maniére dont ces savants ont 
accompli cette tache. Leur travail restera un chef-d’oeuvre de I’hydro- 
dynamique. !) 

Nous reproduisons deux figures de leur ouvrage: La figure 4 donne 
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Fig. 4. Quelgques lignes du courant relatif calculées par BURGERS et 
VAN DER HEGGE ZIJNEN prés du bord d’attaque d'une pale de la roue d'une 
pompe centrifuge a Medemblik. 


quelques lignes de courant (en mouvement relatif); la figure 5 indique la 
répartition théorique calculée des vitesses relatives et des pressions autour 
de l'un des profils de chaque pale. 

Cette épure théorique montre que la dépression maximum est équivalente 


1) Berekening van het verloop van de stroomsnelheid en van den druk langs een 
doorsnede van een schoep van een waaier met 5 schoepen van een der centrifugaal- 
pompen te Medemblik, par J. M. BURGERS et B. G. VAN DER HEGGE ZIJNEN, deux 
tomes 1933 (présent dans les bibliothéques techniques en Hollande) 
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a 9,34 métres de colonne d'eau: il en résulte qu’a cet endroit du profil la 
pression absolue n’est plus qu'un dixiéme d’atmosphére. 


En dehors du contour vitesses relatives de l’eau en 
métres par seconde. A l'intérieur du contour dépres- 
sions et surpressions a la pression atmosphérique en 
métres d'eau. 


Fig. 5. Répartitions calculées d’aprés la méthode des transfigurations con- 
formes, des vitesses et de la pression autour d'une pale de la roue d'une 
pompe centrifuge de la station de pompage Lely” a Medemblik. 


Or, la moindre modification de l'angle d'incidence, résultant par exemple 
d'une légére modification du niveau du bief amont ou du bief aval, un 
léger défaut dans l’exécution de la forme du profil, la rugosité de la 
surface de l'aube peuvent engendrer des vitesses locales supérieures a 


celles calculées. 
Il est donc certain qu'une marge suffisante de sécurité, contre la cavi- 


tation par production de bulles de vapeur d'eau, n’existait pas dans cette 


pompe. 
3. Les différents stades de la cavitation, et ses conséquences. 


Nous pouvons scinder les phénoménes de cavitation en plusieurs 


catégories, dont quelques-unes peuvent se superposer: 
1. Cavitation superficielle: De petites bulles, remplies d’air ou de 


vapeur, apparaissent sur la paroi. 
Elles sont entrainées le long des surfaces métalliques et disparaissent 


comme absorbées par elles. 
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Cette cavitation améliore légérement le rendement de nos machines 
hydrauliques et augmente le débit (Schluckfahigkeit); cette augmentation 
de débit a été constatée dans des tuyaux convergent-divergent. 

Cette catégorie de cavitation érode les matériaux de construction a 
lendroit ott les bulles d’air disparaissent. 

2. Cavitation plus accentuée: le sillage de vapeur d'eau constitué de 
mousse formée de petites bulles, se détache de la paroi et ondoie librement 
dans l'eau et, sauf quelques bulles d'air, est résorbé dans le courant en 
aval de l'endroit de formation. Cette cavitation affecte considérablement 
le rendement et modifie les caractéristiques de la machine. 

3. Cavitation avec décollement local en bloc de la veine: la poche d’air 
et de vapeur d’eau oscille, mais elle est instable sur la surface, bien qu'elle 
accompagne chaque pale dans sa rotation. Les caractéristiques de l'écoule- 
ment sont alors fortement influencées. 

4. Cavitation trés accentuée avec bouillonnement intense sur les parois 
et entre celles-ci; les grosses bulles de vapeur sont entrainées et se con- 
densent dans le liquide avec un bruit trés symptomatique et des trépidations 
violentes qui peuvent devenir dangereuses. 


Dans ce qui suit, nous ne nous occuperons que de la cavitation de la 
premiere catégorie. 

Si l'augmentation du rendement de nos machines hydrauliques a grande 
vitesse spécifique fut liée au choix des profils des pales ou des aubes 
comparables a ceux des ailes d'avion, profils appropriés au but a atteindre 
et contrélés par des essais de laboratoire, la rangon de ce gain fut la 
destruction des organes, interprétée comme une maladie contagieuse. 

Des commissions d'ingénieurs et beaucoup de physiciens recherchent 
les moyens d’y remédier, 

Dans tous les pays du monde on a installé A grands frais des laboratoires 
d'investigation pour l'étude des phénoménes de cavitation 1). 

If faut reconnaitre que la gravité du probléme justifie les dépenses et 
le travail assidu d’un nombreux personnel. 

Combien trop souvent rencontre-t-on dans les grandes centrales hydrau- 


1) Dans le laboratoire dhydraulique fluviable de Delft, on a effectué des essais de 


cavitation sur modiéles réduits pour les pompes du Wieringerméer (en circuit fermé, 
capable d’étre mis sous pression) 


On trouve la description de treize installations pour essais de cavitation sur turbines 
hydrauliques dans l'ouvrage trés complet sur cette matiére: 

A. TENOT, Turbines hydrauliques, Livre II 1932, Librairie de lE.T., Paris. 

M. TENOT nous a montré son interessant laboratoire pour essais de cavitation a l’Ecole 
d’Arts et Métiers de Chalons sur Marne; au moyen d'un stroborama avec lampes a 
néon, on peut regarder commodément ce gui se produit sous les pales d’une roue-hélice 
tournant a des vitesses de l’ordre de 3000 tours par minute et l'on peut suivre ainsi les 
différentes phases de la cavitation. 

En outre dans beaucoup d’instituts on exécute des essais de cavitation sur des hélices 


de bateaux. Le laboratoire le plus réputé est celui de la »Kavitations-Anlage der Ham- 
burgischen Schiffbau-Versuchsanstalt G. m.b. ie 
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liques, des machines hors service, ainsi qu’un grand nombre d’ouvriers 
spécialistes occupés 4 réparer par apport de métal les érosions occasionnées 
par la cavitation. 

Encore pire sont les difficultés qu’éprouvent les compagnies maritimes 
et les marines de guerre, par suite de la cavitation des hélices. Les trépida- 
tions des bateaux sont souvent dies a ce fléau. 

Le paquebot ,,Normandie’’ souffre d'une facon si aigué des effets de la 
cavitation, que l’on doit recharger de métal les hélices érodées aprés deux 
ou trois voyages, ce qui entrave l'utilisation économique de ce navire. 

Celui-ci ne constitue pas une exception; l’usure rapide des hélices est 
de régle, pour les paquebots détenteurs du ruban bleu. Pour les croiseurs 
et contre-torpilleurs, on cite maints exemples ot les hélices ont été détruites 
en quelques heures. 

Dans |’état actuel de l'art des constructions navales ce sont les difficultés 
éprouvées par la cavitation des propulseurs qui ont rendu impossible d’aug- 
menter davantage la force installée dans les navires. 


4. Contribution expérimentale personelle de Vétude de la cavitation; 
influence de la nature de l'eau sur les dégagements 
d’air dissous dans le liquide. 


Dans tous les pays, physiciens et ingénieurs cherchent toujours a mieux 
pénétrer ce phénoméne hydrodynamique pour donner une explication satis- 
faisante de l’érosion qu'il provoque. 

Nous présentons nous-méme ici une petite contribution a l’explication 
de l’effet de cavitation de la premiére categorie. 

Mr. M. G. DrieESSEN, chef du service des recherches mécaniques des 
Mines de l’Etat, a exécuté quelques essais qui nous ont servi a mieux 
comprendre les phénoménes. 

A la station de pompage du Haarlemmerméer, le Leeghwater, nous 
avions éprouvé de grosses difficultés par cavitation, difficultés qui s'accen- 
tuaient a l’automne. 

Parmi les raisons qui pouvaient étre la cause du désaccord entre nos 
résultats d’essais sur modéles réduits et les pompes industrielles en service 
a Wieringerméer, nous avons pensé a la différence de nature des eaux. 

A Delft nous avions fait nos essais avec de l'eau pure provenant de la 
distribution de la ville. 

Par contre l’eau du Wieringerméer était trouble, vaseuse, souillée par 
des travaux de dragage effectués dans les canaux. La premiére question 
était donc de savoir si les impuretés de l'eau pouvaient jouer un role 
essentiel dans la production des cavitations. 

La figure 6 représente un des tuyaux convergent-divergent en verre 
avec lesquels les essais furent exécutes. 

Les résultats sont surprenants. Les voici représentes sur figure 7. 

La cavitation dans l'eau pure, saturée d’air a la pression atmosphérique, 
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commengait 4 une dépression équivalente 4 cinq métres de colonne d'eau, 
: : ‘ 
c'est a dire a la pression absolue de 0,5 atmosphére (vide de 50 %). 


Fig. 6. Tuyaux convergent-divergent pour essais de cavitation. A. endroits 


rendus mats par la cavitation. Le trait blanc est di a l’effet érosif d'eau pure. 


Par contre avec de l'eau a laquelle on avait ajouté 0,5 gramme de poudre 
de charbon par litre, la cavitation commencait A une dépression équivalente 
aun métre de colonne d'eau, c'est a dire a la pression absolue de 0,9 atmos- 
phére (vide de 10 %). 

La tension de la vapeur d’eau aux différentes températures est également 
indiquée sur la figure 7, On voit qu'elle est bien inférieure aux pressions 
absolues précitées. 

Ce n'est donc pas l'ébullition de l'eau qui produit la cavitation de la 
premiere catégorie, mais comme le remarqua DIJXHOORN, en prenant con- 
naissance de nos essais, c'est le dégagement de l’air dissout dans leau, 
guand on diminue la pression absolue, gui est la genése de ce phénoméne. 

Aux températures d’hiver, quand la cavitation est souvent la plus intense, 
on peut négliger la tension de la vapeur d'eau dans les bulles et ne con- 
sidérer que les dégagements d'air, 

Le commencement et la disparition de la cavitation sont décelés respec- 
tivement par une augmentation et une diminution subite du débit, et mieux 
encore par un bruit caractéristique de la cavitation de la premiére catégorie; 


ce bruit symptomatique nous rappelle le gazouillement de l'eau chauffée 
jusqu’a la libération de I’air, 


5. Essai d’explication de l’érosion des parots par cavitation: influence de 
V'énergie capillaire (de tension supetficielle). 


Nous croyons que I’érosion die a la cavitation est diie A une force 
généralement négligée en hydrodynamique par suite de sa faible grandeur, 


145 


de 73 dynes: cm soit 0,075 grammes par cm: la tension superficielle des 
surfaces des bulles d’air. 


courBE A @ = Tuyau(1) EAU POTABLE 
course B @ Tuvau(4) EAU SALE 
Saeaare course C -@ Tuyau (5) EAU POTABLE 
ABS. course D @ tuvau(S) EAU SALE 
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Fig. 7. Pression absolue a la limite de cavitation pour de l'eau pure et de 
l'eau sale en fonction de la température. 


Les pressions dans l'eau pure, saturée d’air a la pression atmosphérique, 
ainsi que dans l'une des bulles, sont représentées sur la figure 8. 

Si l'air dans la bulle n’était pas a la pression atmosphérique, il serait 
ou bien vite absorbé par l'eau, ou de l’air se dégagerait de l'eau jusqu’a 
établir cette pression. Par effet de la loi DE Henri la pression de Jair 
contenu dans une bulle a la tendance de se mettre en équilibre avec la 
pression de saturation. En tout cas, méme si on admet de grandes poches 
ou bulles de vapeur, a l'instant précis de leur disparition, elles contiennent 
nécessairement des restes d’air a la pression d’eau d’au moins une atmos~- 
phére. 

Quand il y a équilibre entre la pression intérieure dans la bulle, la 
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pression extérieure dans le liquide et la tension superficielle on a: ') 
27 

Nous désignons par y la tension superficielle en gr/cm, 

par /\p, la surpression de l'air dans la bulle par rapport a la pression 
dans le liquide, 

et par r, le rayon. 

Pour r==0 p= co. = 

La naissance des bulles implique donc une pression infinie. 


Fig. 8. La pression de !'air dansunebulle Fig. 9. Equilibre de la surface tendue 
flottant dans l'eau saturée d’air a pression avec la pression intérieure. 


atmosphérique tient équilibre a la pression 
de l'eau et la tension superficielle. 


Cependant ce résultat mathématique n'est pas physiquement exact. Pour 
les bulles avec un rayon inférieur A 10-6 cm la tension superficielle y ne 
peut plus étre considérée comme constante. Ce coéfficient commence a 
diminuer, d’abord lentement puis rapidement pour devenir zéro quand le 
rayon r devient zéro. 

Les conclusions ne sont pas influencées par l’abaissement de la. valeur 
de y pour les bulles trés petites. 

L’eau pure ne peut ni bouillir, ni ,,caviter’; l'air en dissolution ne peut 
pas y étre mis en liberté par abaissement de la pression par rapport a celle- 
a laquelle il a été dissout. 

MEYER a démontré qu’avec de l'eau pure contenant de I’air en dissolution 


dans un vase propre on peut avoir des pressions négatives de plus de 
100 atmosphéres 2), 


1) L’équation d'équilibre d'une demi-sphére nous donne: 


IV OF Fred ye Nae 


soit 
2y 2y 
Ap=— eit 9 
p cs ie 


) MULLER-POUILLETs Lehrbuch der Physik 11 Aufl. dritter Band, erste Halfte 
Thermodynamik 1926 S. 301, labile Zustande (negative Drucke) 
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La cavitation de l'eau (ébullition) peut étre retardée par l’absence 
d'impuretés, méme si on la surchauffe. 

En vertu d’une loi die 4 KiRCHHOFF 1), la dépression dans le liquide est 
maximum le long des parois qui guident son écoulement. 

D’aprés cette loi, les bulles d’air prennent donc naissance sur les parois, 
ou bien sur les surfaces des particules solides entrainées par le liquide. 
Mais ces surfaces agissent sur le dégagement de l’air exactement comme 
les catalyseurs qui amorcent les réactions chimiques. Il est méme facile 
de vérifier par l’expérience que les surfaces nettes de toute impureté ne 
sont pas capables de mettre en liberté l’air ou des gaz dissous en excés 
dans l'eau; il faut disposer de surfaces souillées d'un quatriéme facteur 
déterminant, appelé collecteur dans la technique du traitement des minerais 
par flottaison (en anglais collecting agents ou collectors); en général ce 
4éme facteur déterminant de la cavitation peut étre un produit constitué 
de 16 atomes de carbone, ou plus. 

I] nous parait vraisemblable que les bulles d’air prennent naissance sur 
les lignes ot les trois autres facteurs déterminants, paroi solide, collecteur 
et liquide, se rencontrent. 

Un essai instructif consiste a faire bouillir de l’eau distillée dans un 
vase, dont on a graissé un peu le fond, puis ensuite dans un autre vase 
trés propre ot l’on a ajouté un peu de soude caustique pour dissoudre 
les traces de graisse qui se trouvent dans l’air et dans l'eau. Dans le 
premier vase, l’eau bout réguliérement 4 100°C, alors que dans l'autre 
leau peut étre surchauffée et ne bout qu’avec des explosions singuliéres. 

Les bulles d’air naissent dans la couche limite et pour chacune des 
valeurs de la dépression, elles ne peuvent exister au-dessous d’un certain 
diamétre. 

De quel diamétre sont les bulles nouveau-nées? 

Nous avons: 


2¥ pi — pression intérieure, 
Pi— Pe Pe= pression extérieure. 


oe 
p= =— Corley 
Ap 
Dans notre cas d’expérience l'eau pure commengait 4 ,,caviter’’ pour 
pepe 0 oO atm D00 gr.em? “r== — = 00003 cm. 


Des bulles d'un diamétre inférieur 4 6 microns ne peuvent donc pas 
exister pour de l'eau pure. Ces bulles grossissent rapidement quand la 
dépression augmente, toujours en se remplissant d’air, mais dans la cavita~ 
tion de la premiére catégorie elles restent petites. D’aprés les lois de la 
physique, les plus grandes bulles doivent s’agrandir au dépens des petites; 


1) G, KIRCHHOFF, Vorlesungen iiber Mechanik 1876, S. 186. 
J. ACKERET, Experimentale und theoretische Untersuchungen iiber Hohlraum- 


bildung (Kavitation) im Wasser 1930, S. 8. 
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guand les bulles se rapprochent et entrent en contact, elles doivent se 
combiner. ie. 

Mais quand l'eau est impure, contaminée de quelques particules d’huile 
ou de matiéres organiques, elle a tendance a former une mousse et de 
nombreuses petites bulles subsistent. 

L’expérience montre que beaucoup de bulles restent petites et isolées, 
particuliérement si ces bulles se trouvent dans la couche limite. 

L’eau humecte le métal, entre dans ses pores, forme une combinaison 
quasi-chimique (affinité eau-métal); la vitesse de l'eau en contact direct 
avec le métal est nulle. 

Les bulles d'une fraction de millimétre sont entrainées lentement dans 
la couche laminaire, mais les plus grandes, celles qui empiétent dans la 
couche turbulante, sont. ou entrainées, ou cisaillées. 


(Fin dans le prochain numéro). 
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Physics. — Relaxation phenomena in the transition from the supra- 
conductive to the non-supraconductive state. By W. H. KEEsSom 
and P. H. vAN LAgER. (Abstract of Communication N®. 240c from 
the KAMERLINGH ONNES Laboratory at Leiden). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


In measurements on behalf of a closer investigation of the thermal 
properties of tin in connection with the transition from the supraconductive 
to the non-supraconductive state, we observed that the transition from one 
state to the other in crossing the threshold value curve by heating, a 
constant magnetic field being applied, takes place with a relaxation of 
several seconds (10—40, ordinarily about 30). This relaxation appeared 
not to depend on the rapidity of the introduction of heat. 

If on the contrary the transition from the supraconductive to the non- 
supraconductive state was realized by increasing by degrees the external 
magnetic field, no such relaxation was observed. It seems, therefore, as if 
a certain time measurable in seconds is needed for the increased thermal 
vibrations of the atomic lattice to be transmitted to the system of the 
supraconductive electrons so as to cause the system to pass to the state 
of non-supraconductivity. On the other hand the increased magnetic field 
directly attacks the system of the supraconductive electrons in such a way 
that the transition to the non-supraconductive state follows immediately. 

These experimental facts are in harmony with the views that, the 
threshold value being reached, there is a weak coupling between the atomic 
lattice and the system of supraconductive electrons, that between the 
external magnetic field and the system of supraconductive electrons there 


is a strong coupling, as is the case between the non-supraconductive 
electrons and the atomic lattice. 


a 


From the experiments we further concluded that, in passing the threshold 
value curve by heating, the separate systems of supraconductive electrons 
in the different separate crystals seem to remain for some time in a kind of 
metastable condition, before passing to the non-supraconductive state. 
This might be connected with the weakness of the coupling between atomic 
lattice and the system of supraconductive electrons. 


Physics. — On the Crystal Structure of Solid Oxygen y. By W. H. 
KeESoM and K, W. Taconis. (Abstract of Communication N°, 240d 
from the KAMERLINGH ONNES Laboratory at Leiden). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


When VEGARD published his results on the structure of solid oxygen y, 
we had nearly finished our research. Although our results are the same 
as those given by him, we yet decided to publish a concise report of our 
work, because our method of investigation was quite different. 

The structure was determined by means of exposures of a single crystal, 
rotating in the axis of the X-ray goniometer with moving film '). 

From the gnomonic projection which was constructed from the X-ray 
diagram we deduced a cubic lattice. At 50° K a—6.83 A. 

The space group (T°), found by VEGARD and relating to the centres 
of rotating molecules, points to the existence of groups 0,—0.,' so that y 
oxygen forms a close packing of pairs of oxygen molecules. This space 
group agrees with the intensities as measured by us. 

The calculated density 1.32 is essentially smaller than can be expected 
by extrapolation from liquid density measurements. In the KAMERLINGH 
OnneES Laboratory experiments are taken at hand on the liquid density 
of oxygen between 54° and 65°K in order to explain this discrepancy. 


1) Proc. Royal Acad, Amsterdam, 38, 375 (1935). 


Mathematics — Verteilungsfunktionen. Von J. G. VAN DER CorPUT. 
(Fiinfte Mitteilung). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Beweis eines Hilfssatzes. 


Das Ziel dieser Mitteilung ist einen Hilfssatz abzuleiten, den ich beim 
Beweis des in der vorigen Mitteilung (S. 21) formulierten Satz 20 be- 


nutzen werde. 
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Hilfssatz 10: U sei eine Folge; w(yv) sei entweder eine Funktion 
mit der Higenschaft © (U) und 


lim poy) = 0 und | Gin 7) en OO) 
—_—o aes 


oder w2(y) sei identisch gleich Null; es werde 
k=3 + (Elementanzahl von r(U)) + (Elementanzahl von |(U)) 


gesetzt. 

Dann kann U in k+1 Teilmengen D°, D', D?, R°, L’, Z (wo @ die 
Menge v(U) und i die Menge 1(U) durchlauft) mit den folgenden 
Figenschaften zetlegt werden: 


1. Ist U nach unten beschrankt, so ist D®° leer: sonst ist ftir jedes 

y und jedes ganze x =0 
[Di@j—2l=frAs as} 
hierin bezeichnet, falls d°, d9,.... die Folge D® darstellt, D°(x) die 
Anzahl der d?<y mit =x (analog Di (x), D2 (x), Re (x) und L(x} 


nachher). 


2. Ist U nach oben beschrankt, so ist D' leer; sonst ist fiir jedes y 
und jedes ganze x= 0 


LDF) == ie rn nS 5| 


3. Ist w2(y) identisch gleich Null, so ist D? leer; sonst ist fiir jedes 
y und jedes ganze x >0 


| Dy (x)— xp.) |<2+2logx. . . . . . (89) 
4. Wird jedem @ von v(U) die grésste Zahl P, zugeordnet mit der 


Figenschaft, dass das Intervall (0, P,) in seinem Innern keinen Haufungs- 
punkt von U enthalt, so ist fiir jedes ganze x =0 


ike Gey =a) im Intervall y =o 


== 65 im Intervall y= P, 


(90) 
Pe oe a im Intervall o<y < P, 


5. Wird jedem i von |(U) die kleinste Zahl A, zugeordnet mit der 
Eigenschaft, dass das Intervall (dz, 4) in seinem Innern keinen Haufungs- 


punkt von U enthdlt, so ist fiir jedes ganze x=0 
is (ES) im Intervall y= A, 


=e im Intervall y=2 


(91) 
MEMES We = im Intervall A, << y <i. | 


Ld 


Beweis von Hilfssatz 10. 


Erster Schritt. Definition der Folgen R2, L’ und Q. Jeder zu r(U) 
gehérige Punkt 0 ist ein Haufungspunkt nach rechts der Folge U. Diese 
Folge enthalt somit eine Teilfolge 


mit 
Oe (ee tnd mea Sie — 12, ed (02) 
x 


von der Art, dass U, wenn darin die Zahlen der Folge R® gestrichen 
werden, in eine Folge iibergeht, von der @ noch Haufungspunkt nach 
rechts ist. 

Jeder zu {(U) gehdrige Punkt A ist ein Haufungspunkt nach links der 
Folge U. Diese Folge enthadlt somit eine Teilfolge 


j, 2 ), 
Le eg 
mit 


een und >i Sie) Le 1G 


von der Art, dass U. wenn darin die Zablen der Folge L’ gestrichen 
werden, in eine Folge iibergeht, von der 2 noch Haufungspunkt nach 
links ist. 

Sind 0 und 9’ zwei verschiedene Punkte von r(U), so besitzen die 
Intervalle 9op=y <P. und 0’ =y < Py, also auch die Folgen R? und R® 
keine gemeinsame Punkte. Sind 4 und 2’ zwei verschiedene Punkte von 
{(U), so besitzen die Intervalle 4i<y<4 und diy Cy < i’, also auch 
die Folgen A’ und A” keine gemeinsame Punkte. Ist schliesslich @ ein 


Punkt von r(U), und 4 ein Punkt von !(U), so ist fir x= 1,2,.... 
entweder 0 = 4), A= 2, Ae Fae Taye ep 
oder P,= 4; Be I Myre 


oder 10; (ee) res 
sodass auch R? und L? keine gemeinsame Punkte besitzen. Die zu Ly 
aber zu keinem R? und zu keinem L’* gehorigen Punkte bilden eine Menge, 
die ich Q nennen werde. Nach dem Obigen ist dann U zerlegt in 
Re, L? und Q; hierin durchlauft @ die Menge v(U), und durchlauft 4 


die Menge 1 (U). 


Zweiter Schritt: Jeder Haufungspunkt nach rechts (links) von U ist 
auch Haufungspunkt nach rechts (links) von Q. Ist U nach oben (unten) 


unbeschrankt, dann auch Q. 
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Beweis: Ist 7 irgend ein Punkt von r(U), so geht, nach dem ersten 
Schritt, U, wenn darin die Zahlen von R’ gestrichen werden, in eine 
Menge U’ iiber, von der 7 noch Haufungspunkt nach rechts ist. Streicht 
man in LI’ die zu wenigstens einer der Folgen R° (0 ~ 7) und L’ gehdrigen 
Zahlen, so geht UW’ in Q iiber. Nach dem ersten Schritt enthalt das 
Intervall y=y<4(y+P,) von keiner der Folgen R? (9 #7) und L’ 
einen Punkt, sodass 7 auch Haufungspunkt nach rechts von Q ist. 

Hiermit ist bewiesen, dass jeder Punkt von r(UW) ein Haufungspunkt 
nach rechts von Q ist, und auf dieselbe Art zeigt man, dass jeder Punkt 
von {(UW) ein Haufungspunkt nach links von Q ist. 

Gehért ein Punkt 7 nicht zu r(U), und ist 7 ein Haufungspunkt nach 
rechts wenigstens einer der zwei Mengen r(UW) und !(W), so ist, da 
nach dem Obigen jeder zu r(U) oder { (UW) gehdrige Punkt ein Haufungs- 
punkt von Q ist, 7 ein Haufungspunkt nach rechts der Menge der 
Haufungspunkte von Q, also selbst ein Haufungspunkt nach rechts von Q, 

Ist schliesslich 1 ein Haufungspunkt nach rechts von U, aber kein 
Punkt von r(UW), kein ‘Haufungspunkt nach rechts von r(U) und auch 
kein Haufungspunkt nach rechts von {(U), so enthalt bei geeignet ge- 
wahltem ¢ > 7 das [ntervall 1 << y= keinen Punkt von r (U), und auch 
keinen Punkt von {(UW). Das Intervall 7 =y=4(y+2) hat dann mit 
keinem R° und mit keinem A’ einen Punkt gemeinsam. Das genannte 
Intervall enthalt unendlich viele Zahlen von U, und diese Zahlen ge- 
héren alle zu Q, sodass 7 ein Haufungspunkt nach rechts von Q ist. 

Analog zeigt man, dass jeder Haufungspunkt nach links von U auch 
ein Haufungspunkt nach links von Q ist. 

Sei U nach oben unbeschrankt. Ist wenigstens eine der Mengen r (UU) 
und {(UW) nach oben unbeschrankt, so ist, da nach dem Obigen jeder zu 
v(U) oder (UW) gehdrige Punkt ein Haufungspunkt von Q ist, die Menge 
der Haufungspunkte von Q, also auch Q nach oben unbeschrankt. Sonst 
sind alle zu v(U) oder {(W) gehorigen Zahlen kleiner als eine geeignet 
gewahlte ¢; aus (92) und (93) folgt, dass jede zu einem R2 oder zu einem 
L’ gehérige Zahl <C+1 ist, sodass Q dann alle zu U gehoérigen 
Zahlen >¢€-+ 1 enthalt, somit auch noch oben unbeschrankt ist. 


Auf dieselbe Art zeigt man, dass Q mit U unbeschrankt nach unten 
ist. 


Dritter Schritt: Ist U, also nach dem vorigen Schritt auch Q, nach 
unten unbeschrankt, so enthalt Q eine Teilfolge 
Did ede mit’ deo 2 x(a 2 ee 4) 


ist U auch unten beschrankt, so wahle ich D® leer. 
Ist U, also auch Q nach oben unbeschrankt, so enthalt Qeine Teilfolge 


Dis) dipdis. do mitihdy 32cm. —=1 2 5) 


ist U nach oben beschrankt, so wahle ich D! leer. Bezeichnet Y die 
Menge der zu Q, aber nicht zu D® oder D! gehérigen Punkte, so ist 
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Q in die Teilmengen D°, D' und Y zerlegt. Ich behaupte, dass die 


Funktion p(y), falls sie nicht identisch verschwindet, die Eigenschaft 
© (Y) besitzt. 


Beweis: Die Funktion yw, (y) besitzt die Figenschaft ©(U), ist somit 
monoton-nichtabnehmend, = 0 und =1. Fiir jedes Zahlpaar a und p 
mit wy (a) << yw, (f) besitzt LI unendlich viele Zahlen u mit a=u< B. 
Dieses Intervall enthalt wenigstens einen Haufungspunkt von U, oder f 
ist ein Haufungspunkt nach links von U. Nach dem zweiten Schritt 
enthalt das Intervall a =u < f wenigstens einen Haufungspunkt von Q, 
oder # ist ein Haufungspunkt nach links von Q. Folglich enthalt das 
Intervall a=u<  unendlich viele Zahlen von Q. Dieses Intervall ent- 
halt héchstens endlich viele zu D®° oder zu D! gehérige Zahlen, also 
unendlich viele Zahlen von Y. 

Hiermit ist bewiesen: fiir jedes Zahlpaar a und f mit (a) < w,(f) 
enthalt Y unendlich viele Zahlen y mit a=y < f. 

Jedem a mit y,(a)<1 kann wegen (86) ein B mit w,(a)< w2(f) zu 
geordnet worden, sodass Y unendlich viele Zahlen y mit a=y < , 
also mit y =a enthalt. 

Jedem 6 mit y,(f) >0 kann wegen (86) ein a mit w2(a)< w,(f) zu- 
geordnet worden, sodass Y unendlich viele Zahlen y mit ay < f, 
also mit y < f enthalt. 

Folglich besitzt w(y) die Eigenschaft © (Y). 


Vierter Schritt: Definition von D? und Z. Ist y2(y) identisch gleich 
Null, so wahle ich D? leer, und Z= YY. Sonst besitzt y2(y) nach dem 
vorigen Schritt die Eigenschaft © (Y) mit (86), sodass Y nach Satz 19 
(S. 20) in eine Folge D? mit der Verteilungsfunktion w, (y) iibergefiihrt 
werden, und zwar so dass fiir jedes y und jedes ganze x >0 


| Dy (x)—xyrQ)|<2+2logx .. . . « (96) 
ist; ich wahle dann fiir Z die Menge der nicht zu D? gehérigen Zahlen 


von \. 
Vuistsomit in 17 und Z-zerlegt. 


Punter ocnmtt: C1 istun Re, £7, ©, also in R*, 17, D?, D*, Y, somit 
in Re, L?, D°, D', D?, Z zerlegt. Ich werde nun die fiinf im zu be- 


weisenden Hilfssatz genannten Eigenschaften folgern. 


1 und 2. Ist U nach unten bezw. oben beschradnkt, so ist D®°, bezw. 
D' nach dem dritten Schritt leer. Sonst folgt (87) aus (94), bezw. (88) 
aus (95). 


3. Ist w2(y) identisch gleich Null, so ist D? leer nach dem vierten 
Schritt. Sonst folgt (89) aus (96). 


4 und 5. Die Beziehungen (90) und (91) folgen aus (92) und (93). 
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Chemistry. — Der Einfluss des Dispersitatsgrades auf physikalisch- 
chemische Konstanten. (Sechste Mitteilung.) Won ERNST COHEN 
und J. J. A. BLEKKINGH JR. 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


13 JUNE Ia, AN IN| G;. 


Gelegentlich unserer Studien iiber den Einfluss des Dispersitatsgrades 
auf die Dichte fester Stoffe 1) war uns aufgefallen, dass wir fiir die Kon~- 
zentration (100 c) der Salizylsaurelésungen bei 25.00° C. als Mittel von 
sieben Versuchen den Wert 0.2152 (g pro 100 g Wasser) fanden, wahrend 
zahlreiche friihere Messungen 2) uns fiir die Léslichkeit grésserer Salizyl- 
sdurekristalle im Mittel die Zahl 0.2217 geliefert hatten und fiir die klei- 
nerer Kristalle noch héhere Werte. 

Bei samtlichen Versuchen war ein Praparat von PoUuLENC (Usines du 
Rh6ne, puriss. cryst. grave) zur Verwendung gekommen. Speziell dazu 
angestellte Bestimmungen (vergl. I §§ 2 und 3) 3) hatten ergeben, dass 
sowohl das der betreffenden Standflasche ohne Weiteres entnommene 
Material, wie dasjenige, welches einmal bezw. mehrere Male aus Wasser 
umkristallisiert war, sich identisch verhielt. 

Der Wert 0.2152 war erhalten nachdem etwa 1.5 g der umkristallisier- 
ten Saure mit 20 cc. Wasser wahrend 1 bis 24 Std. im ANDREAEschen Dila- 
tometer bei 25.00° C. ohne Schiitteln gestanden hatte und darauffolgen- 
dem Filtrieren der entstandenen Lésung in der in IV §§ 2, 8 und 9 beschrie- 
benen Art und Weise. \ 

Hierbei ist zu bemerken, dass der bei d (IV, Fig. 1) angebrachte, etwa 
10 mm lange Baumwollebausch (v. BRUNsche Watte) sich am‘oberen Ende 
des Rohres be befand, somit nicht mit den Kristallen, welche in C vor- 
handen sind, in Beriihrung war. 

Den Wert 0.2217 dagegen fanden wir durch Schiitteln von etwa 2 g 
Saure mit 50 cc Wasser in Schiittelflaschen und darauffolgendem Filtrie- 


1) Fiinfte Mitteilung Proc. Royal Acad. Amsterdam, 38, 978 (1935), Tabelle 1 und 2. 
Es sei daran erinnert, dass sich Unterschiede zwischen den Dichten grésserer und 
Kleinerer Kristalle (bezw. zwischen der Konzentration der an diesen bei 25.00° C. ge- 
sattigten Lésungen) nicht nachweisen liessen. 

?) ERNST COHEN und C. THONNESSEN, Proc. Royal Acad. Amsterdam, 35, 798 
(1932), Tabelle 1. 

3) Zur Raumersparnis bezeichnen wir in folgendem die Abhandlung Proc. Royal Acad. 


Amsterdam, 35, 441 (1932) mit I; 35, 798 (1932) mit II; 37, 270 (1934) mit III; 38, 842 
(1935) mit IV; 38, 978 (1935) mit V. 


hes) 


ren der Lésung, wobei das verwendete 3 bis 8 mm lange Baumwollefilter 
mit den in der Schiittelflasche vorhandenen Kristallen in Beriihrung war '). 

Ein weiterer Unterschied zwischen der Art und Weise, in welcher in den 
Versuchen, welche die Werte 0.2152 bezw. 0.2217 lieferten, die zu analy- 
sierende Lésung von den Kristallen getrennt wurde, bestand darin, dass die 
Quantitaten der Lésung verschieden waren. Im zweiten Falle gelangten 
stets etwa 30 cc. zur Analyse, im ersten etwa 10 cc. 

Es lag auf der Hand in erster Linie zu untersuchen ob die Art der Dar- 
stellung der Lésungen (Schiitteln oder Nichtschiitteln) bezw. das verwen- 
dete Filtrationsverfahren Einfluss auf die gefundenen Konzentrationswerte 
ibte. 

Auch jetzt wurden samtliche Versuche bei 25.00° C. ausgefiihrt. 


A. Einfluss des Schiittelns auf die gefundene Konzentration 
der Losung. 


1. Zwecks Feststellung dieses Einflusses haben wir die in Tabelle 1 
vermerkten Versuche ausgefiihrt. 


TABELEES |, 


Einmal umkristallisierte Salizylsdure. Darstellung der Lésung ohne bezw. mit 
Schiitteln mit Goldkugeln. 


V h Vorbe- | Darstellungs- |Langedes| Filtrierte | Zeitdauer des Gefundene 
ace handlung weise der Filters in | Menge in | Filtrierens in| Konzentration 

nummme" | der Saure Lésung mm g Min. der Lésung 

1 3.5 g ab-| 1Std.im Ther- 30 Ol 15 OR2 iT 

geschreckt) mostaten ohne 
Schiitteln 
2, wie Nr.1 | Geschiittelt 30 9.7 15 0.2196 
wahrend 16 
Std. 


In beiden Fallen benutzten wir abgeschreckte Salizylsaure (I § 6) und er- 
mittelten durch Titrieren (V § 1) die Konzentration der Losung. 

Im zweiten Versuch wurde wahrend 16 Std. mit 285 Goldkugeln (I § 12) 
geschiittelt, wobei die Tourenzahl etwa 60 pro Minute betrug. Aus der 
Tabelle 1 ersehen wir, dass c.p, tatsachlich durch das Schiitteln mit den 
Goldkugeln die Konzentration der Lésung noch um etwa 1 7% gestiegen ist, 
obgleich zuvor abgeschreckte Saure vorhanden war. 

Man kénnte die in Tabelle 1 aufgefiihrten Konzentrationswerte der 
Weise deuten, dass im Versuch 1 das Gleichgewicht noch nicht erreicht 
war, wahrend dies, infolge des Schiittelns, im Versuch 2 wohl der Fall war. 


1) Vergl. ERNST COHEN u. W. D. J. VAN DOBBENBURGH, Proc. Royal Acad. 


Amsterdam, 28, 702 (1925). ; 
11 
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2. Um dies naher festzustellen, fiihrten wir die in Tabelle 2 genannten 
Versuche aus, wobei nicht geschiittelt wurde, die Lésungen indes so lange 
auf 25.00° C. gehalten wurden, bis das Gleichgewicht sich durch Diffusion 


eingestellt hatte, 


TABEILEES2. 


Einmal umkristallisierte Salizylsaure. Darstellung der Losung ohne Schiitteln. 


Versuchs- | Darstellungsweise Lange des Filtrierte Menge | Gefundene Konzen- 
nummer der Lésung Filters in mm in g tration der Lésung 
50 3.5 g Saure mit 40 10 Pal 8) 0.2183 


cc kaltem Wasser 
wahrend 3.5 Tagen 
im Thermostaten. 


51 Wie Nr 50 mit 10 21.6 0.2176 
warmem Wasser. 

52 Wie Nr 50. aber 10 13.8 0.2186 
abgeschreckt 


Der Wert 0.2177 im Versuche 1 (Tabelle 1) stimmt mit diesen Zahlen 
(im Mittel 0.2182) gut iiberein. Das ist indes nicht der Fall mit unseren 
friiheren Werten (im Mittel 0.2152: V, Tabelle 1 und 2); dies nimmt nicht 
Wunder, wenn man iiberlegt, dass in den letztgenannten Versuchen die 
Lésung sich nur wahrend weniger Stunden im Thermostaten iibeflassen 
wurde, die Diffusion somit nur wahrend kurzer Zeit stattfand. 


B. Einfluss der Art und Weise des Filtrierens auf die gefundene 


Konzentration der Lésung. 


3. Diesen Einfluss studierten wir durch Ausfithrung folgender Ver- 
suche: 

a. Man filtrierte gleiche Mengen der namlichen Lésung durch Baum- 

wollefilter verschiedener Lange; 

b. Man filtrierte ungleiche Mengen der namlichen Lésung durch ein 

und dasselbe Baumwollefilter. 

Die Ergebnisse der Versuche, welche nach dem Schema a. ausgefihrt 
wurden, sind in Tabelle 3, die nach dem Schema b. in Tabelle 4 zusammen- 
gestellt. 

Hier und in allen folgenden Tabellen bedeutet eine Akkolade bei zwei 
aufeinanderfolgenden Nummern, dass die betreffenden Mengen der Lé- 


sung sofort nach einander aus einer und derselben Schiittelflasche gepresst 
wurden. 


ey 


TABE LEE, 3; 

Einmal umkristallisierte Salizylsaure. Filtrieren gleicher Mengen durch 
(Geschiittelt mit Goldkugeln) Filter verschiedener Lange. 
NN 
een eee Lone des Filters PES ea Menge der | Gefundene Konzen- 

in mm Lésung in g tration der Lésung 

6 10 Who O22231 

i 30 15.0 R222 

§ 32 8 2 0.2229 

( 33 40 6.6 0.2206 

TWN SIEILIIS, 4e 

Einmal umkristallisierte Salizylsdure. Filtrieren verschiedener Mengen durch 

(Geschiittelt mit Goldkugeln) ein und dasselbe Filter. 
| Lange des Filters Filtrierte Menge der | Gefundene Konzen- 

Versuchsnummer : i ; ‘: 

in mm Loésung in g tration der Lésung 

§ 12 | 30 Te 0.2183 

(13 | 30 | 26.7 0.2234 


4. Um ferner zu ermitteln, ob die Reihenfolge Einfluss bt, in welcher 
man durch zwei sehr verschieden lange Filter eine bestimmte Lésung fil- 
triert, welche durch Schiitteln der umkristallisierten Saure mit Goldkugeln 
hergestellt war, fiithrten wir die Versuche 4 und 5, bezw. 8 und 9 aus, 
deren Gang und Ergebnis sich aus Tabelle 5 ersehen lassen. Wie die Ta- 
belle zeigt, lasst ein derartiger Einfluss sich nicht nachweisen. 


AVN EVOILIOS, 2). 
Einmal umkristallisierte Salizylsdure. Geschiittelt mit Goldkugeln. 
a 
Lange des Filters Filtrierte Mengeder | Gefundene Konzen- 
iy ecsachsnam mice in mm Losung in g tration der Losung 
SL cS 
(4 15 17.6 0.2218 
ES 30 9.8 0.2178 
Wats) 30 8.2 0.2197 
1 @ 8 20.6 Om22 41 


C. Adsorption oder Hemmung von kleinen Teilchen am Filter? 


5. Aus den Tabellen 3 und 5 ersehen wir, dass c.p. die Konzentration 
der filtrierten Lésung bei abnehmender Filterlange zunimmt. Damit erhob 


158 


sich die Frage, ob bei der befolgten Arbeitsweise eine Adsorption der Saure 
am Filter stattgefunden hatte. Zwecks Beantwortung dieser Frage stellten 
wir folgenden Versuch an: 

0.1 g der umkristallisierten Sadure lésten wir in etwa 50 cc. heissen 
Wassers und beliessen die Lésung wahrend 1 Std. im Thermostaten bei 
25.00° C, Sodann pressten wir 29.7 g der Lésung ab ohne Filter, 10.6 g 
durch ein Filter von 60 mm Lange. Die so erhaltenen Konzentrationen der 
Loésung betrugen 0.2013 bezw. 0.2009. Der Versuch ergab (auch bei Wie- 
derholung) eindeutig, dass Adsorption der Saure am Filter sich nicht 
nachweisen asst. 

Auch die gefundenen Konzentrationen aus Tabelle 2 sind, trotz der 
kurzen Filter, nicht hdéher als die niedrigsten Werte der Tabellen 1, 3, 4 
und 5. 


6. Da nun oben gefunden wurde, dass die Konzentration der Lésung 
c.p. bei abnehmender Filterlange und bei Zunahme der filtrierten Menge 
der Lésung zunimmt, und letztere stets véllig klar war, ist, da nach Obi- 
gem Adsorption nicht vorliegt, zu schliessen, dass die Konzentrationszu- 
nahme, welche beim Schiitteln mit Goldkugeln eintritt, auf Rechnung der 
dabei entstandenen ausserst kleinen unsichtbaren festen Teilchen der Saure 
zu setzen ist, welche beim Filtrieren als solche durch die Filter treten und 
spater, beim Verdiinnen der Lésung, beim Titrieren eine (variabele) zu 
hohe Konzentration liefern. 

Dieser Schluss wird erhartet durch die Tatsache, dass die Lésung im 
TYNDALLlicht einen schwachen, blaulichen Schimmer aufwies, der sich an 
reinem Wasser nicht beobachten liess. 

Die Salizylsaurekristalle sind sehr spréde (V § 4) und es ist verstand- 
lich, dass beim Schiitteln (besonders mit Goldkugeln) sich sehr kleine 
Teilchen bilden, welche durch die Filter gehen. Dies war bei unseren 
fritheren Versuchen stets der Fall, da bei diesen relativ kurze Filter (etwa 
8 mm) verwendet wurden; dennoch waren die erhaltenen Lésungen\stets 
véllig klar, ohne sichtbare Kristalle. 


7. Man hat sich den Filtrationsvorgang so vorzustellen, dass beim 
Abpressen der Lésung die ausserst kleinen, festen Teilchen sich nur sehr 
langsam durch das Filter hindurch bewegen und erst durch grossere Men- 
gen der nachstrémenden Fliissigkeit in die gezapfte Lésung gespiilt werden. 


8. Es liegt auf der Hand zu vermuten, dass in vielen in der Literatur 
beschriebenen Léslichkeitsbestimmungen fester Stoffe der hier beschrie- 
bene Effekt, den wir als Dispersitatseffekt bezeichnen wollen, eine Rolle 
gespielt und dadurch zu falschen Werten fiir die Léslichkeit der betreffen- 
den Stoffe gefiihrt hat. Auch bei dem Feststellen anderer physikalisch- 
chemischer Konstanten kann die blosse Gegenwart dusserst feiner Teilchen 
zu einer Falschung des betreffenden Wertes fithren. Wir hoffen spater 
auf diese Angelegenheit zuriickzukommen. 
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D. Versuche mit nicht-umkristallisierter Salizylsaure. 


9. Wahrend das bisher Mitgeteilte eine Erklarung liefert fiir die Tat- 
sache, dass man beim Schiitteln der umkristallisierten Salizylsaure mit 
Wasser bei Verwendung von Goldkugeln stets héhere Konzentrationen 
der Losungen erhalt, als wenn diese Kugeln nicht benutzt werden, bleibt 
noch zu erklaren iibrig, dass es uns bei den hier beschriebenen Versuchen 
mit umkristallisierter Saure nicht gelang bei dieser Art des Schiittelns so 
hohe Konzentrationswerte (0.252, vergl. I § 12, Tabelle 9) zu erhalten wie 
friiher. Der jetzt gefundene Héchstwert betrug 0.225. 


10. Obwohl es uns bisher nicht gelungen war in unserer nicht-umkris- 
tallisierten Salizylsaure irgend welche Verunreinigung (I §§ 3 und 4) 
nachzuweisen, wandten wir uns nunmehr nochmals der Beantwortung der 
Frage zu, ob eine solche am Ende dennoch, wenn auch in sehr geringen 
Mengen, in unserem Praparat vorhanden war. Zunachst ist dabei an die 
Paraoxybenzoesaure zu denken, deren Léslichkeit bei 25.00° C. etwa drei- 
mal1) so gross ist als die der Salizylsaure und von welcher man in der 
neueren Literatur 2) angegeben findet, dass sie sich bei der technischen 
Darstellung der Salizylsaure bis zu einem Betrag von etwa 5 % zu bilden 
im Stande ist. Schon die Gegenwart sehr geringer Mengen der Parasaure 
kénnte die in den fritheren Versuchen gefundenen sehr hohen Konzentra- 
tionen erklaren. Auf das Nichtvorhandensein dieser Verunreinigung hat- 
ten wir an Hand auch der neuesten Literaturangaben geschlossen auf 
Grund der Tatsache, dass 10 g unserer nicht-umkristallisierten Salizyl- 
sdure beim Behandeln mit einer wasserigen FeCl3-Lésung irgend einen 
gelben Niederschlag nicht erzeugte. Als wir nunmehr die reine Parasaure 
selbst nach dieser Richtung untersuchten, stellte sich heraus, dass dieselbe 
mit einer FeCl,-Lésung einen gelben Niederschlag nicht bildet; es tritt 
eine gelbbraune bis dunkel rotbraune Verfarbung der Fliissigkeit ein. Sind 
Spuren Salizylsaure zugegen, so wird diese Parbung vollig von der inten- 
siv violetten Farbe, welche die Salizylsaure erzeugt, verdeckt. 

Wir fanden bei eingehendem Studium der Literatur, dass zwar 
C. SAYTZEFF 3), welcher die Reaktion der Parasaure mit FeCl, zum ersten- 
mal beschreibt (1863), mitteilt: ,,sie giebt einen gelben, amorphen Nieder- 
schlag, der sich im Ueberschuss des Fallungsmittels wieder lést’’, dass 
aber bereits 2 Jahre spater H. HLasiweTz und L. BARTH *) fanden, dass 
nicht ein Niederschlag, sondern eine schwach gelblich-braunliche Farbung 


entsteht. 
Obgleich nun im Jahre 1910 nochmals auf diese Sachlage von GUIDO 


1) WALKER und WOOD, J. Chem. Soc. 73 (II), 619 (1898). 

2) G, KORSHENIOWSKI, Shurnal chimischeskoi Promyschlennosti 6, 541 (1929). Chem. 
Zentr. 1929 Il, 2936. 

3) Liebigs Ann. Chem. 127, 129 (1863). 

4) Liebigs Ann. Chem. 134, 265 (1865). 
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GOLDSCHMIEDT und ERNST ZERNER?+) nachdriicklich hingewiesen wurde, 
ist die fehlerhafte Angabe SAYTZEFFs von fast allen spateren Autoren 
nachgeschrieben worden 2). 

Es leuchtet nach Obigem ohne weiteres ein, dass das negative Ergebnis, 
welches uns die FeCl3-~Reaktion geliefert hatte, uns nicht dazu berechtigte 
auf das Nichtvorhandensein der Paraoxybenzoesaure zu schliessen, wie 
es in unseren friiheren Untersuchungen geschah. 


E. Gegenwart der Paraoxybenzoesaure. 


11. Zur Untersuchung unserer nicht-umkristallisierten Salizylsdure 
auf das Vorhandensein geringer Mengen Paraoxybenzoesaure verfuhren 
wir nunmehr folgendermassen: 480 g unserer Salizylsdure lésten wir in 
Wasser auf und stellten durch einengen der Lésung und entfernen der aus- 
kristallisierenden Saure eine Lésung dar (250 cc.), welche die eventuell 
vorhandenen Verunreinigungen in 48 Mal so grosser Konzentration ent- 
hielt, als diejenige, welche sich bei unseren Schiittelversuchen mit Gold- 
kugeln bildete, dh. beim Schiitteln von etwa 2 g der Saure mit 50 g Wasser. 
Die gefundene Konzentrationserhéhung beim Titrieren dieser Lésung war 
nun auch etwa 48 Mal so gross, wahrend der Farbenumschlag des Indika- 
tors (Neutralrot) sich als sehr unscharf erwies. 


12. Die so entstandene Lésung wurde von den Herren chem. Docts 
E. HavinGa und chem. Cand. J. BAKKER sowohl qualitativ wie quantitativ 
auf Parasdure untersucht, wofiir wir denselben auch an dieser Stelle un- 
seren besten Dank abstatten. Sie benutzten dabei die Figenschaft der Para- 
sdure, dass dieselbe, im Gegensatz zur Salizylsaure, in kaltem Chloroform 
(0° C.) praktisch nicht léslich ist. 

In dieser Weise gelang es die Parasdure von der Salizylsdure zu tren- 
nen und nach dem Unmkristallisieren aus Aether und Bestimmung des 
Schmelzpunkts als Paraoxybenzoesaure zu identifizieren. Die quantitative 
Bestimmung nach demselben Verfahren ergab, dass 8.298 g der Lésung 
etwa 33 mg Paraoxybenzoesaure enthielten. Unsere Salizylsaure enthielt 


demnach oe 0.2 % Parasaure. 


13. Es wird sich zeigen, dass dieses Ergebnis quantitativ die hohen Kon- 


1) Monatsh, 31, 439 (1910): speziell daselbst auf Seite 470 in einer langeren Fussnote. 

2) Vergl. z. B. HANS MEYER, Nachweis und Bestimmung organischer Verbindungen, 
Berlin 1933, S, 333, wo es heisst: ,,Mit FeCls gelber, im Uleberschuss des Reagens 
loslicher Niederschlag’”. Auch KARRER, Lehrbuch der organischen Chemie, 4. Aufl. 
Leipzig 1936, S. 539, BEILSTEIN, 4. Aufl, Berlin 1932, Bd 10.7S.69: Erganzungswerk 
dagegen beschreibt den Sachverhalt richtig, wahrend BEILSTEIN, 4. Aufl. Berlin 1927, 
Bd 10, S. 151, noch die fehlerhafte Angabe von C. SAYTZEFF enthalt. 
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zentrationen erklart, welche wir beim Schiitteln unserer abgeschreckten 
oder mit Goldkugeln geschiittelten, nicht-umkristallisierten Salizylsaure 
fanden. 

Durch Abschrecken oder Schiitteln mit Goldkugeln geht fast alle Para- 
sdure in Lésung. Um dies nachzuweisen ist der Dispersitatseffekt (verg]. 
§ 8) mdglichst auszuschalten., 

Durch Schiitteln ohne Kugela und Filtrieren gleich grosser Mengen der 
Lésung durch Filter gleicher Lange, entsteht etwa eine gleiche Anzahl 
kleiner Teilchen, ist also der Dispersitatseffekt praktisch derselbe. 

Wir haben nun im Schiittelversuch 41 (Tabelle 6) umkristallisierte Sa- 
lizylsaure mit Wasser und im Versuch 49 mit Mutterlauge geschiittelt, in 
beiden Fallen ohne Goldkugeln. 

Diese Mutterlauge war entstanden durch auflésen bei 100° C. von etwa 
8 g nicht-umkristallisierter Salizylsaure in etwa 100 g. Wasser und nach- 
heriges Trennen von der bei Zimmertemperatur auskriscallisierten Saure. 


ABE WEE RO: 


Umkristallisierte Salizylsaure. Geschiittelt ohne Goldkugeln mit Wasser bezw. mit Mutterlauge. 


Ese eetestie Filtrierte Menge der | Gefundene Konzen- 


Versuchsnummer Losung in g durch | tration der Lésung 
l 
oe Filter von 8 mm _ | (g pro 100g Wasser) 


41 mit Wasser Boat 0.2211 
49 mit Mutterlauge all 0.2370 


Die gefundene Differenz zwischen den Konzentrationen (0.237 — 0.221 
= 0.016) wird nun ausschliesslich verursacht durch die in der Mutter- 
lauge vorhandene Verunreinigung, also nach § 12 von etwa 8 X 0,002 g 
=0.016 g Parasaure pro 100 g Wasser. 


F. Der Einfluss der Paraoxybenzoesaure auf den Dispersitatseffekt. 


14. Wir wandten uns nunmehr der Beantwortung der Frage zu, ob die 
Parasaure ausschliesslich direkt (infolge ihrer bei 25.00° C. grésseren Lés- 
lichkeit) eine Erhéhung der gefundenen Konzentration herbeifiihrt, oder 
ob diese Saure dies auch indirekt tut, indem infolge ihrer Gegenwart das 
Bestehenbleiben ausserst kleiner Teilchen der Salizylsaure gefordert wird, 
welche dann beim Filtrieren in die gezapfte Lésung gelangen. 

In Tabelle 7 haben wir die Ergebnisse einiger Schiittelversuche mit 
Goldkugeln und verschiedenen Mengen filtrierter Lésung durch Filter 
verschiedener Lange zusammengestellt, welche aber jetzt mit nicht-um- 
kristallisierter Salizylsaure ausgefiihrt waren. 
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TABELLES7. 


Geschiittelt mit Goldkugeln. 


Lange des Filters | Filtrierte Menge der | Gefundene Konzen- 
Versucha nummer in mm Lésung in g tration der Lésung 
(23 120 10.6 0.2230 
(24 8 che | 022345 
W225 60 Des 0.2243 
( 26 60 ied 0.2369 


Aus dieser Tabelle ersehen wir, dass die Differenz zwischen den ge- 
fundenen Konzentrationen fast 6 % betragt, wahrend dieselbe bei umkri- 
stallisierter Saure (vergl. die Tabellen 3, 4 und 5) etwa 2 % ist. Also ist 
der Dispersitatseffekt tatsachlich durch die Gegenwart der Paraoxy- 
benzoesdure grésser als vorher. 


15. Dass auch hier Adsorption der Parasaure am Filter nicht stattfin- 
det und sich die groéssere Differenz in dieser Weise nicht erklaren lasst, 
zeigt Tabelle 8. 

Wir brachten in diesen Versuchen in zwei Schiittelflaschen je 2 g der 
umkristallisierten Saure, sowie 50 cc. Mutterlauge (vergl. § 13). Im Ver- 
such 44 schiittelten wir mit Goldkugeln, im Versuch 49 dagegen ohne 
solche. 


TABELEE, 8: 
Umkristallisierte Salizylsaure. Zusatz von Mutterlauge der nicht-umkristallisierten Saure: 
ee: 


Filtrierte Menge der 


Versuchsnummer Geschiittelt Lésung in g durch Gefundene Konzen- 


Filter von 8 mm_ | ‘ation der Lésung 
ci le Ss a 


ae | mit Goldkugeln 2m 0.2456 
49 ohne Guldkugeln 397 052370" 


Adsorption der Parasdure kann bei diesen kurzen Filtern eine Rolle 
nicht spielen und die Menge der Verunreinigung bleibt also in beiden Ver- 
suchen dieselbe. 

Obwohl nun im Versuch 44 die gezapfte Menge der Lésung etwa 25 % 
geringer ist als im Versuch 49, ist die Konzentration im ersten Fall den- 
noch 3.5 Prozent grésser: die Parasaure iibt somit einen Einfluss auf die 
Stabilisierung der kleinsten Teilchen. 


G. Schiittelversuche mit nicht-umkvistallisierter Salizylsaure 


ohne Goldkugeln. 


16. Zum Vergleich haben wir auch einige Versuche ohne Goldkugeln 
angestellt mit nicht-umkristallisierter Salizylsdure, direkt der Standflasche 
entnommen. Tabelle 9 enthalt die Ergebnisse. 
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TABEERERS 

Nicht-umkristallisierte Salizylsaure. Geschiittelt ohne Goldkugeln wahrend 5 bis 21 Stunden. 
— —  ————— 
7 ee — a ——— ~ - 
ee ea eee Lanse des Filters | eee Menge der |} Gefundene Konzen- 
in mm | Lésung in g tration der Lésung 

( 27 60 Stoll 0.2161 

( 28 60 10.6 0.2187 

4 29 8 14a 0.2202 

( 30 100 15.1 OU 


Der Dispersitatseffekt (vergl. § 8) verursacht hier eine Differenz zwi- 
schen den gefundenen Konzentrationen von fast 1.5 %. Jedoch sind die 
Werte bei den Versuchen 27 und 30 noch niedriger als diejenigen der 
Tabelle 2 (im Mittel 0.2182), wobei nicht geschiittelt wurde. 

Die nicht-umkristallisierte Salizylsaure aus der Standflasche war sehr 
grob-kristallinisch und nach 5 bis 21 Std. Schiitteln ohne Kugeln hat sich 
das molekulare Lésungsgleichgewicht offenbar noch nicht vdllig einge- 
stellt (Vergl. auch am Schlusse von § 2). 


17. Beim ersten Anblick der Tabelle 9 befremdet es, dass alle Werte 
iiberhaupt so niedrig sind, denn die nicht-umkristallisierte Salizylsaure ent- 
halt doch 0.2 % Parasaure. 

Der Grund hierfiir liegt in der Tatsache, dass die Léslichkeit der Sali- 
zylsdure bei der Versuchstemperatur eine so geringe ist. Won dem vor- 
handenen Bodenkorper gehen in 100 g Wasser nur etwa 0.2 g in Lésung 
und diese enthalten nur 0.0004 g Paraoxybenzoesaure. 


ZUSAMMENFASSUNG. 


Es wurde nachgewiesen, dass die hohen und weit auseinander gehenden 
Léslichkeitswerte, welche in unseren friiheren Untersuchungen iber die 
Salizylsaure erhalten wurden, ihre Erklarung finden: 

1. Durch die feine Zerteilung des Materials: Dispersitatseffekt. 

2. Durch die Gegenwart geringer Mengen (0.2 Proz.) Paraoxybenzoe- 

saure. 

Infolge der starken Dispersion gehen auch durch langere Baumwolle- 
filter feste, nicht sichtbare, Teilchen, welche die Konzentration der unter- 
suchten Lésung erhdhen, wahrend die Gegenwart der Parasdure nicht nur 
direkt die gefundene Konzentration der Lésung erhdht, sondern dies auch 
indirekt tut, indem sie durch ihre blosse Gegenwart die Stabilitat der fei- 
nen, festen Teilchen erhdéht, sodass dieselben als solche durch die Filter 


treten. 
VAN 'T HorrF-Laboratorium. 


Utrecht, Januar 1936. 


Chemistry. — On Complex Salts of Dipyridyl with Bivalent and Trivalent 
Cobaltum. By F. M. JAEGER and J. A. VAN DIJK. 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


§ 1. Investigations analogous to those previously made!) concerning 
the complex salts of dipyridyl with bivalent metals like iron, nickel, copper, 
zinc and cadmium, finally were executed with bivalent cobaltum. In this 
case, however, greater difficulties were met with, because soon it became 
clear that undesired oxidation-phenomena caused the formation of 
accessory products derived from frivalent cobaltum, so that, according to 
the special circumstances during the preparation, different substances were 
obtained. Experience taught us that pure cobaltous salts. of this type in 
most cases only could be obtained when working in a reducing atmosphere; 
as such an atmosphere of pure hydrogen was used, in which the crystal- 
lization of the solutions was performed by slow evaporation at room- 
temperature. 

In this way from an aqueous solution of cobaltous chloride: CoCls + 
6H,O, to which an excess of dipyridyl was added, big brown or dark 
orange-brown crystals were deposited, which proved to have the com- 
position: {Co (Dipyr)3} Cl, + 6H,O, notwithstanding the fact that they 
are perfectly isomorphous with the corresponding tridipyridyl salts of the 
other series, containing 7H,O; repeated analyses, however, convinced us 
of this deviating water-content. As the salt considered proved to lose 
dipyridyl (1 mol.) at 100°C, the water-content had to be determined at 
temperatures below 100° C.; the analysis yielded: 8.29 % Co: 11.76% N: 
9.96 % Cl and 15.08 % HO, the theoretical numbers being: 8.35 % Co; 
11.90 % N; 10.04 Cl and 15.30% HO for a salt with 6H.O2), 

The same compound can be obtained from a solution of cobaltous chloride 
with an excess of dipyridyl, through which a current of air was passed 
during several hours, in the form of pale orange-yellowish scales, which, 
in contrast to the bigger crystals, are mostly single while the large 
crystals are almost always twins, although occasionally also in the latter 
case single crystals could be obtained. 


*) F, M. JAEGER and J. A. VAN Dijk, Proc, Royal Acad. Amsterdam, 37, 10, 333, 
395, 618, 753 (1934); 38, 235, 972 (1935). 

) For a salt with 7 H2O, the calculated values are: 8.14 % Co; 11.60 % N; 9.79 % Cl 
and 17.41% H2O. The isomorphism of the salt considered at once becomes evident on 


comparing its crystal form with that of the salt considered at once becomes evident on 
and zinc, all these containing 7 HO, 
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Monoclinic-prismatic. 
a:b:c= 0.6018: 1: 2.1353; p= 73°1214’, 
Forms observed: c = {001} predominant, yielding ideal reflections: 
m= {110}, very well developed; g—={011}, mostly small, well reflecting; 


r—{101}, in most cases absent, with the twin crystals only developed at 


hig.L. Tridipyridvl - Cobaltous - Chloride (+6 Mp). 


one end of the a-axis, yielding moderate reflections and having, with the 
twin crystals, a fine horizontal line of division; with an angle of about 1°; 


w==({112), very narrow, but well measurable. The thin orange-yellow 
scales showed, moreover, t= {013}, very narrow and only approximately 
measurable; b= {010}, small, but very lustrous, Moreover, sometimes the 
forms {012} and {122} were observed, both extremely narrow and hardly 
measurable, The habitus is tabular parallel to {001}; the twinning plane is 
{001}, with the a-axis as twinning axis. 


Angular Values: Observed: Calculated: 
C27 == (001) (110) =" 75°" 307 ae 
m:m =(110):(110)=* 59 54 = 
cog, —(00OD-(C1t) ==" 63 56 = 
fi. == (110) (112) 28-30 28° 183’ 
ore (112). (00I)= .-76.—«i14 eee! 
m:b =(110):(010)= 60 3 60 3 
qo — (011) (Oll)== 52> 8 508 
bge—= (010)2 (011) ==9 "26> 4 262-4 
c:t =(001):(013)= 34 0 34 164 
pe = UVO OM Te © 56 3 
m:r = (110):(101)= 33 38 33 504 
7c, —==101)-(001)== 90 16 90 26 
mm’ — (110): (110) = 29 «#0 29 «0 


Imperfectly cleavable parallel to {001}. 
On {001} diagonal extinction. In convergent polarized light the axial 
plane is found to be perpendicular to {010}; the first bissectrix is almost 
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perpendicular to {001}. The dispersion is horizontal and only moderate. 
The crystals are, on {001}, only feebly dichroitic. 


§ 2. If to a solution of cobaltous chloride in water two equivalents of 
dipyridyl are added and the solution is evaporated in an atmosphere of 
hydrogen, the tridipyridyl-compound is deposited beside another, badly 
crystallizing product, which is the monodipyridyl-salt. 

This monodipyridyl-salt afterwards was also obtained by adding 1 equiv. 
dipyridyl in alcoholic solution to an aqueous solution of CoCl,.6H ,O and 
evaporating the solution in a vacuum-exsiccator over sulphuric acid in a 
reducing atmosphere (hydrogen) at room-temperature. 

The salt is deposited as yellow-brown, badly crystallizing scales and 
small plates, which are very soluble. Analysis yielded: 15.87% Co; 
1.24 Vo N; 19106 % Cl and 22.4% HO :scaiculated for }Co eran ae 

2 
DTT5O: 15.67 Yo Co; 7.45 Yo IN; 18.86 % Chand 23,95 9% .O. 

If, however, the same experiment is made with anhydrous CoCl, in an 
alcoholic solution, garnet-red crystals are deposited, which contain alcohol 
of crystallization and in a vacuum soon lose their alcohol of crystallization. 
When, in a reducing atmosphere, they are recrystallized from water, a 
garnet-red salt is deposited, which, according to the analysis, is the dipyridyl- 

tution: 9 Coo iPye2 
salt of the constitution: pie (H,O), Ci 415: 

Their analysis yielded: 10.67% Co; 10.18% N; 12.91% Cl and 
16.7% H,O; calculated: 10.71% Co; 10.18% N; 12.89% Cl and 
16.40 % H,O. But when the aqueous solution with 2 equivalents of 
dipyridyl is evaporated in the air, a dark brick-red salt, crystallizing in 
beautiful small plates is formed, which on analysis yielded: 11.43 % Co, 
10.68 % N and 6.80 % HO. 

Afterwards it was proved that this salt is a cobaltic salt, more particu- 
larly, the di-dipyridyl-carbonato-cobaltic-chloride of the composition: 


\Cot noone Cl + 2 H,O, for which the theoretical values are: 11.72 Go. Cos 
3 


( 
11.15 % N and 7.17 % H,O. Although no complete analysis could in this 


case be made, owing to lack of material as a consequence of some miscar- 
ried CARIUS-analyses, the full proof of the constitution of this kind of 
cobaltic salts will be given in the cases of the corresponding sulphate and 
nitrate. Finally it is worth while to remark here that in this oxidation 
process a small quantity of a violet salt, presumably of the violeo-salt: 
Di 

Colt ( cn Cl + 2H,O is simultaneously generated, 
2 

§ 3. When cobaltous sulphate in aqueous solution is treated with 2 
equivalents of dipyridyl in a reducing atmosphere, two salts are deposited: 
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a monoclinic tridipyridyl salt of the composition: {Co(Dipyr) 3} (SO,) + 
7 H.O, isomorphous with the corresponding salts of nickel, copper and 


cadmium, and a triclinic monodipyridyl salt of the formula: Yor on 

2U)2 
(SO,4) + 4H30, which is isomorphous with the analogously built nickel- 
salt. 

The tridipyridyl-salt, on analysis, gave the following results: 7.84 % Co: 
11.09 % N and 16.60% H.O; calculated: 7.86% Co; 11.21% N and 
16.82 % HzO. The monodipyridyl-salt was obtained in two differently 
coloured forms, the first one being pale pink and easily losing water of 
crystallization, the second having a more yellow or orange-reddish colour 
and not changing in the air, The two substances, on analysis, yield the 
same numbers: 6.73 % N; 14.29 % Co for cobaltum and nitrogen; but the 
water of crystallization given off oscillates between 4H O (16.90 %) H»O 
with the orange salt, to 19.2 % with the pink salt. 

Tridipyridyl-cobaltous-sulphate (+ 7H.O) crystallizes from its aqueous 
solutions in dark brown, lustrous and often rather irregularly developed 
crystals. 


Monoclinic-prismatic 1). 
oe ge = 40 96 lO 9527 (f= 81° BY, 


Forms observed: m= {110}, r—={101} and s={101}, usually all about 
equally well developed; a—{100}, somewhat narrower; g— {011}, either 


fig.2. Iridiprridvt-Cohaltous Sulphate (+7 H,b) 


as large as s and r, or much smaller. All these forms yield very good 
reflections; g sometimes only with two faces present, a often narrow. 


1) The monoclinic symmetry was also controlled by Dr. TERPSTRA by means of the 
bicircular goniometer, especially with the irregularly shaped specimens. 
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Angular Values: Observed : Calculated: 
ar —(f00)e (101 == 1964 28534 = 
ieee ain GUO = Octo _ 
s:r =(101):(101)=* 61 4 == 
m:r ==(110):(101)= 76 42 16° 62” 
m:m==(110):(110)= 66 45 66 30 
mq ==(110). (001) ano 27, Be) 2 
a: 5 =(100):(101)==" 520 52 3 
im: s =(110)-(10tj== 70 0 70718 


No distinct cleavability was observed. 
The plane of the optical axes is {010}; on {101} the crystals are strongly 
dichroitic: yellow and orange. 


Die ; Dipyr) Y 
4. The  monodipyridyl-diaguo-cobaltous-sulphate: j Co (Dipy 
§ pytidyl-diaq Pp ) (HO), § 


(SO,) + 4H ,O, which is obtained as a by-product in the preparation of 
the tridipyridyl salt in a reducing atmosphere, crystallizes in pale yellow or 
darker yellow-orange long needles (Fig. 3). 
Triclinic-pinacoidal. 
At DiC =-11,6309 ale te 8O4. 
yaleras Ifoyaey, Gy hee SPE 
Be 76a Oie il 2 fae, 
(Cree) SVE es see 
Forms observed: a = {100} and 6 = {010}, about equally broad 


Lty. 3. /tonodipyridyt-diaguo-Cobaltous-Sui; tphate. 
[+4/b0). 
and very lustrous; c = {001} and r = {101}, well developed, about 


eS) 


equally broad and yielding very sharp reflections; m — {110} and 


p=={110) usually narrow and only with two faces present; m reflects 
better than p; q== {011}, small, but very well measurable, The crystals are 
long isometrically developed prisms parallel to the c-axis. 


Angular Values: Observed: Calculated: 
a:b =(100): (010) =* 96° 29’ = 
ba 010). (C01 103. = 
ac == (100) (001) == 51) 42 oo 
Coy OMAN 2 22 a 
ane — (100) 6(110)\==" 1600, 33 = 
Pia ==( 101) e( 100) 2-888" 56 So. 50" 
b:m=(010):(110)= 35 56 35 56 
a:p =(100):(110)= 54 53 54 434 
c:q =(001):(011)= 47 48 47 31 
bap (010.1110) 28-38 28 473 
beg (010) (Olli 55.15 55 es? 
b:r =(010):(101)= 78 27 ii aAee 


No distinct cleavability was observed, 

On {010} the crystals are only feebly dichroitic, on {100} much more 
strongly: yellow and orange. The principal optical sections are, on {100} 
and on {010}, oblique to the direction of the c-axis, inclining towards m 
under angles of about 46°—48°. 

The more yellowish-orange tinged crystals hitherto could not be obtained 
in a measurable form; so that it still remains questionable, whether they 
are identical with those of the other preparation, or not. 


§ 5. From an aqueous solution of cobaltous sulphate + 2 equivalents 
of dipyridyl, which for a long time was exposed to the air, chiefly garnet- 
red crystals of a dipyridyl-cobaltic-salt are obtained, which on analysis 
proved to be the di-dipyridyl-carbonato-cobaltic-sulphate of the composi- 


ee § Cou Tae (SO,)9H.O} Analysis ‘gave: 110,43.% Co; 
3 
9.94% N; 8.61 % (SO,) Adin oy) Jou lio© = calculated: 1092 Ye_ Co; 


10.0 % N; 8.77 % (SO,) and 14.47% H.O. On treating the salt with 
concentrated HCl, carbondioxide is set free; the evaporated solution then 
yields the corresponding violeo-salt, which on dissolving gives an orange- 
red solution, after initially passing through a violet-red colour. Most pro- 
bably in the oxidation process first the corresponding hydroxo-aquo-salt: 


\ (Dipyr), | 
Col (OH) ' (SOx) is generated, which feebly alkaline salt absorbs the 


(1,0) 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIX, 1936, 12 


170 


carbondioxide from the air so as to form the carbonato-salt. Similar reac- 
tions occur in the case of the nitrate and of the halogenides; they clearly 
demonstrate the great tendency of the cobaltous ion to pass into the 
trivalent state under these circumstances. 

The same carbonato-salt also is produced, if solutions of cobaltous 
sulphate with 1 or 3 equivalents of dipyridyl are oxidized by the air; in 
the latter case the solution, moreover, proved to contain free dipyridyl. 
There can, therefore, be no reasonable doubt about the correctness of the 
supposed reaction, more particularly since the transformation of such 
hydroxo-aquo-cobaltic salts into the corresponding carbonato-salts by the 
action of carbondioxide has already been previously stated by WERNER !). 


§ 6. If to an aqueous solution of cobaltous nitrate 3 equivalents of 
dipyridyl are added and then it is slowly evaporated in a reducing atmos- 
phere, thin flat needles of a yellowish-brown colour are deposited, which 
ordinarily exhibit a number of badly developed faces and which show 
considerable oscillations of their angular values. Although the corresponding 
angles on an anerage differ 1°—1°.5 from those of the tridipyridyl- 
coppersalt (+ 6H,O), the crystals doubtlessly are isomorphous with those 
of the latter salt, Analysis yielded: 7.88 % Co; 14.74 % N; 16.23 % (NOs); 
and 14.16% H,O; theoretically, for {Co(Dipyr)3} (NO 3). +6H.O: 
1.10 Yo. Cor 14,16 JOIN; 16.33.90 (INOz) andil4.23:%. HO. 

The crystals are monoclinic-prismatic; from the angular values chosen, 
their axial ratio is calculated to be: 


Qe De C—O Ss Nel 25) mee oO Olas 


Forms observed: c—{001} predominant and very lustrous; a= {100}, 
much narrower than c, but yielding good reflections; w= {111}, well 


49.4. Tridipyridyl-Cobaltous -/vitrate (+640). 


developed; o— {111}, mostly narrower than w, like m== {110} and yiel- 
ding oscillating angular values; sometimes very narrow and only approxi- 


mately measurable, s= {661} and t= {112}. The habitus is tabular parallel 
to {001}, with a strong elongation in the direction of the b-axis. (Piga4))s 
Angular Values: Observed: Calculated : 

a:c ==(100): (001) =* 86° 202’ — 

a:w@ = (100): (111) =* 62 10 (61°54’—62° 24’) — 

c:@ =(001):(111)=* 61 29 (60°52 —61° a2 — 


1) A. WERNER, Ann. d. Chem., 386, 101 (1912). 
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Angular Values: Observed: Calculated : 
c:o0 =(001):(111)= 63° 10’—64° 20’ 64° 30’ 
Gesell GO lee co © 21 524 
ee (ITO) == 927° 80-40 26 43 
Siete OO ke (11 Olen carrO" Sy se 
ert eI NO \ral 12) =a" ca, 2602-9 7° 27-18 
foo (112) (11 t=" ca, 16° 17° SS 
f:¢ ==(112): (001) = ca. 47° 45 25 
a’:0 =(100):(111)= 65° 20’—66° 8’ 65-19 


Cleavable parallel {001}; the crystals are only very feebly dichroitic. On 
{001} normal extinction; the plane of the optical axes for most colours is 
perpendicular at {010}, for the red rays, however, parallel to it. Rather 
small optical angle; the first bissectrix is almost perpendicular to {001}. 


§ 7. When an alcoholic solution of 1 equivalent dipyridyl is added to 
an aqueous solution of cobaltous nitrate, the latter gets an orange-red 
colour. If slowly evaporated in a hydrogen-atmosphere in a vacuum- 
exsiccator over HoSOy,, the finally syrupy liquor deposits pink-orange, 
not measurable crystals of the highly soluble monodipyridyl-cobaltous- 


nitrate of the composition Wels ee + 3H.O or the diaquo-salt: 
ano. 


S Co CEE / (NO3)5 + 1H.O, as is proved by its analysis: 14.85 % Co; 
( (F120), § 

[205 7onN 930/79 9c (NO->) and 13.56% i150: calculated: 14.99% Co: 
14.25 Go N; 31.54 % (NOs) and 13:75 % H.O. 


§ 8. When to the solution of cobaltous nitrate an alcoholic solution of 
2 equivalents of dipyridyl is added and it is subsequently exposed to the 
air, in all cases a garnet-red salt, crystallizing in thin needles or sometimes 
in thicker parallelogram-shaped crystals, is formed. Analysis showed that 
this salt is the di-dipyridyl-carbonato-cobaltic-nitrate of the composition: 


) Count ae (NO;) +5H.2O, as follows from the values obtained: 


Os) J 
10m ion Co. 1212 % Ne 10:75 % NO; and 14.93% Hs; calculated: 


10.11% Co; 12.01% N; 10.63% (NOg) and 15.44% H,O, The salt 
shows with concentrated hydrochloric acid a liberation of CO ; the colour 
of the solution first turns violet and later orange-red. 

The crystals usually only a show rudimentary development of their 
terminal faces. Some specimens were better built and well measurable. 


Monoclinic-prismatic. 
Bh pec 0, 9033 9 1530,6834> 6 —— 77° 22747, 
Forms observed: b=={010}, mostly predominant or equally broad as 


q= {011}, both yielding excellent reflections; w= {111}, well developed, 
1 


1/2 


giving good images, often only with two faces; the form a= {100} is often 
absent, yields very bad reflections and is only approximately measurable. 


fig.5. Di-dipyridet-carhonato-Cobaltic-Nitrate (+5 11,0). 


The habitus is thin, tabular, parallel to {010} or more isometrically 
developed in the bigger crystals, which often show qg, w and 6b in almost 
equal development (Fig. 5). 


Angular Values: Observed: Calculated : 
berg? (010) (011) ==" 56> 18: = 
om SOM aU Se a 

Gis oe==(Oi 1) (111) "en ae = 

qi qd == (O11); Oli)\==- ogee 4 67oe2 4 
(eo == (1 tet) oes 61 48 
Ge oe (Olde (101) =e 40 34° 574 


No distinct cleavability was found; perhaps there is an imperfect one 
parallel to {010}. One of the optical directions on {010} includes an angle 
of about 50° with the edge q : b and points towards a’. At the border of 
the field one of the branches of a dark hyperbola is visible in convergent 
light. The crystals are on {010} only unappreciably dichroitic. 


§ 9, Praseo- and Violeo-Cobaltic-Salts. 

6.24 Grammes of dipyridyl were added to an aqueous solution of 
4.76 grammes of CoCl,+6H.O; then 40 cm? of a 10 %-solution of 
hydrogenperoxide were slowly and in small quantities gradually added 
under continuous stirring of the mixture. The solution turns dark brown: 
when the reaction is completed, the solution is heated on the water-bath so 
as to decompose the hydrogenperoxide in excess and then 75 cm3 of strong 
hydrochloric acid are added. The dark green solution is evaporated on the 
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water-bath, till a thick, green and sticky residue remains, which is further 
dried in a vacuum-exsiccator over lime. The dry mass obtained now was 
repeatedly extracted with absolute alcohol to remove the hydrochloric 
acid; the green product proved still to contain inclusions of a violet colour. 
On extracting this mixture with boiling absolute alcohol, the violet product 
proved to be readily soluble in it, whilst the green one was not. From the 
hot alcoholic solution, on cooling, very beautiful, lustrous small tables or 
thin scales of a dark violet colour were deposited, which, according to 


their analysis, represented those of the pure SG Coll! ee (one 
2 


2H,O; found: 11.46 % Co; 10.79% N; 20.68 % Cl and 6,99% HO; 
calculated: 11.48 % Co; 10.96 % N; 20.71 % Cl and 7.01% H.,O. The 
salt dissolves in water with a violet colour which, however, soon changes 
into orange-red. 

The green product proved to be an impure praseo-salt; notwithstanding 
many tentatives, it could not be obtained in the pure form, but its analysis 
finally yielded the incorrect values: 12.71 % Co; 20.68 % Cl; 9.30 % N 
and 9.30 % H.O. There can, however, be no doubt that the praseo-salt 
really is present in this preparation in a predominant quantity. 

Tentatives were made to obtain a dipyridyl-diethylenediamine-salt by 
boiling an aqueous solution of the praseo-diethylenediamine-salt with the 
calculated amount of dipyridyl in alcohol at a reflux-cooler under exclusion 
of the carbondioxide of the air. The products obtained were, however, tri- 
dipyridyl-cobaltous-chloride, which was deposited in brilliant yellow tables, 
and _tri-ethylenediamine-cobaltic-chloride; so that evidently a partial 
reduction of the cobaltic ion to the cobaltous state has occurred during 
this reaction. 


§ 10. Tridipyridyl-Cobaltic-Sulphate and -Chloride. 

By electrolysis of an acid solution of cobaltous sulphate under well- 
known conditions, a green product can, by anodic oxidation, be obtained, 
which chiefly consists of a mixture of an excess of cobaltic sulphate and 
some unchanged cobaltous salt + sulphuric acid. The green mass was 
rapidly freed from the excess of the acid and of water and then immediately 
treated with a solution of more than 3 equivalents of dipyridyl. Besides 
some tridipyridyl-cobaltous-sulphate, a yellowish-brown substance, crystal- 
lizing in small, lustrous scales, was obtained, which undoubtedly is the 
tridipyridyl-cobaltic-sulphate desired. Its analysis yielded: 7.0 % Co; 
10.0 % N; 25.11 % (SO4) and 12.11 % HO, which corresponds to about 
{Co!(Dipyr)s}2 (SOa)3 + 5 H.O with an excess of about 5 % sulphuric 
acid. 

From the solution of this salt (SO,) was precipitated by means of the 
calculated quantity of bariumchloride; the filtered solution was evaporated 
upon the water-bath and the dark brown-red, syrupy solution, finally 
remaining, left for crystallization in a vacuum-exsiccator over sulphuric 
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acid. Beautiful, very lustrous prismatic crystals were deposited from it, 
which proved to be the tridipyridyl-cobaltic-chloride: }Co"(Dipyr)3}Cl;-+ 
3H.O. The analysis1) yielded: 8.38 % Co; 12.06% N; 15.09 % Ci and 
7.74% HO; calculated: 8.57% Co: 1222% N: 15.47% Cl and 
8.04 % H,O. 

The salt is rhombic-bipyramidal and isomorphous with the corresponding 
rhodium-salt 2), As only the forms: a—={100}, m= {110} and c— {001} 


fig. 6. Triadipyrian - Cobaltic-Chloride (+3. My 0). 


occur and no terminal faces were ever observed, only the axial ratio 
a: b= 0,858: 1 could be determined by direct measurement. 


Angular Values: 
ant == VOO)< (110) === s4025 38. — 
ance = 00) 5 (001) ==" 2905s 0 — 
m:m==(110):(110)= 98 44 98° 44’ 


The crystals are well cleavable parallel to {100}; the plane shows a fine 
vertical striation. 

Normal optical extinction; the plane of the optical axes is {010}, with 
the a-axis as first bissectrix and a very small apparent angle. Strongly 
dichroitic: on {100} for vibrations parallel to the c-axis yellow, for those 
parallel to the b-axis blood-red. 


§ 11. Finally once more attention may be drawn to the fact that, as 
already mentioned, the same metal can in aqueous solutions form different 
types of complex ions, depending on the special nature of the anion: thus 
e.g. nickel forms complex chlorides and sulphates only with 3 or 1 dipyridy], 
but nitrates with 3, 2 and 1 molecules of the base, etc. From the following 
table these particularities may easily be seen; also the differences in 


behaviour in this respect of different metals in connection with the same 
anion: 


') Chlorine was determined by a CARIUS-analysis, cobaltum as CoSOx and the water- 
content in vacuo over P4O10; nitrogen by micro-analysis according to DUMAS. 
2) F. M. JAEGER and J. A. VAN DIK, Proc. Royal Acad. Amsterdam, 37, 286 (1934). 
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Synopsis of the Salt-Types observed. 
Bivalent Metals: Chlorides: Nitrates: Sulphates: 
Iron ale CY es 
(7) 6 (5) 3) 
Nickel 3 —— |] 3 2 1 3 —— 1 
(7) (2) (5) (3) (3) (7) (4) 
Cobaltum 3 —— 1 3 —— 1 3 —— ] 
(6) (5) (6) (3) (7) (6) 
Zinc 3 —— l(a) 3 - 1 3 —— 1 
(7) (6) (3) (7) (2) 
Copper 3 2 I(a) 3 2 1 3 —— ] 
(7) (6) (6) (1) (3) (7) (2) 
Cadmium —— 2 1(a) 3 2 1 == | 
(1) () (Ws) (2) (3) (4) 
Trivalent Metals: 
Cobaltum 3 2 = 3 2 = 3} 2 == 
(3) (2) (5) (5) (4.5) 
Rhodium 5 Di i 
(3) 
Legenda: 
Copper malonate: only 1 (2). 
Copper acetate: *2 L 
(5) (5) 
a means: anhydrous salt; * means hydrolizing ions. 
The small numbers between () mean: the number of molecules of water of 
crystallization (or in the complex ion) of the salt considered. 


thus e.g. nickel, copper and cadmium as nitrates will yield complex ions 
with 3, 2 and 1 molecules dipyridyl, whilst zinc and cobaltum only form 
complex salts with 3 and 1 dipyridyl. The tendency to form complexes of 
this kind is strongest with copper; but even here the malonate can yield a 
complex ion with only 1 molecule, the acetate with 1, perhaps with 2 
molecules of the base, although in the latter case the second molecule is 
rather loosely bound and easily substituted by water. In general, the 
complex ions of the trivalent metals are much less subjected to the hydro- 
lyzing agency of the solvent and, in consequence, appreciably more stable. 


Groningen, Laboratory for Inorganic 
and Physical Chemistry of the University. 


Astronomy. — Mittlere Lichtkurven von langperiodischen Verander- 
lichen. XXVI, V18=RZ Persei. Von A. A. NIJLAND. 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Instrumente S und R. Da der Stern im Maximum selten heller als 10™ 
wird, wurde der Sucher nur ausnahmsweise benutzt. Die Beobachtungen 
wurden alle auf R reduziert; die Reduktion R—S betragt —0™.32, Gesamt- 
zahl der Beobachtungen 751 (von 2417593 bis 2428140). Es wurden wieder 
wie in allen friiheren Mitteilungen die in zwei Instrumenten angestellten 
Schatzungen nur einmal gezahlt. Zwei Beobachtungen wurden verworfen 
(2417783 und 2424160); einmal wurde der Stern als unsichtbar notiert, 
und so bleiben 748 Schatzungen fiir die Reduktion ubrig. 

Die Tabelle I gibt eine Uebersicht der benutzten Vergleichsterne. Die 


TABELLE I. Vergleichsterne. 


PD HA 74 MITCHELL 


i ae a eh red. red. a das ad 
ee 
Deen) 248.470 soley as _ [ 7.83] - = 
Clase 51.339 | 59.7 | 8.10 — | [ 7.98) es re 
Bae 49.401 | 54.7 Z 8.57 | 8.50 3 Ganeonio 
Al 6 49.388 | 49.4 = 8.99 | 9.05 9.1 |-—0.05 
A 49.307 | 44.0 Z 9.66 | 9.61 V5 | SeOkay. 
pale 50.289 | 38.1 = 10.22 | 10.22 | 10.2 | 0.02 
ae, 50.287 | 36.4 | Grenze | 10.29 | 10.40 | 10.3. | 40.10 
Ek 1930020, 0 Nase rer Woon lactate [10.75] | 10.7 | +0.05 
GAN hes deteo eis eesgt — | [10.64 | 11.07 | 10.8 | 10.27 
Mice eres OMe Peay | heh || ye | ae 
e) m) |erl8 20.0 | 625.256 11.50 a aiteat ili ttt7s 9 eo ae 
f _ —17 46.8] 18.4 = == 12.28 =: ee 
Gi) ee Seated rises Es = 12.79 ~ = 
a WAT ees eo O = ee 13.25 a = 
7180. ee em ers x 13.72 a _ 


k — + 211.4 0.0 — — 14.20 WS. 7/ [4-0. 50] 
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Sterne 6 und k kamen selten zur Verwendung. Die Sterne D und C 
kommen in der PD vor (8™.14 GW — bzw. 8™.40 GW ); sie wurden, ebenso 
wie ¢ und 56 mitbeobachtet, um der Skala eine festere Grundlage zu ver- 
schaffen. Die Sterne t, 6 und e wurden 4-, bezw. 5- und 4-mal an die 
Grenze von S angeschlossen; die sich hieraus ergebenden Helligkeiten sind: 
f= 11.02, 6==11" 31, e=— 11,50, Stern j-wurde im Laufe der Jahre 
Ofters, als der Veranderliche im Minimum war, an die Grenze von RR 
angeschlossen; als Mittel aus 13 Schatzungen erhielt ich 13™.72, Die mit 
Ausnahme von d gut stimmenden Helligkeiten aus HA 74, 83 konnten 
durch eine Nullpunkts-Korrektion von —0™.37 in befriedigende Ueber- 
einstimmung mit den Grenzwerten und den PD-Gréssen gebracht werden. 
Die Helligkeit 12™.18 fiir e ist unbedingt zu schwach: e wurde 4-mal 
(2417792, 2426001, 6024, 6221) im Sucher (Grenze 11™.60) gesehen. Wie 
aus der Tabelle I ersichtlich, steht die Stufenskala in sehr befriedigendem 
Finklang mit den photometrischen Helligkeiten der Vergleichsterne. Sie 
bezieht sich auf die Grésse 11™,0; der Stufenwert ist 0™.104. 

Nach Abschluss der Reduktion kam mir das Buch Variable Stars von 
S. A. MITCHELL (Publ, Leander McCormick Obs. Vol. VI, 1935) mit vielen 
photometrischen Gréssen der Vergleichsterne (in 0™,1) in die Hande. Es 
war leider unméglich diesen wertvollen Beitrag zur Aufstellung der Skala 
noch zu verwenden; dass iibrigens die MITCHELLschen Helligkeiten meine 
Skala kaum hatten beeinfliissen kénnen, geht wohl aus der 9. Spalte der 
Tabelle I hervor, in der die Gréssen von MITCHELL mit den angenommenen 
Helligkeiten H verglichen sind, Die beiden Skalen laufen so gut wie voll- 
standig parallel, wenn man fiir den schwachen Stern k, den ich bei guter 
Luft noch eben im Zehnz6ller sehen kann, eine Ausnahme macht. 

Es liegen 59 Schatzungen der Farbe vor, fiir drei Viertel aus den Jahren 
1907 bis 1914. Aus den Tabellen Ila und II6 ist ersichtlich, dass sich die 


Farbe im Laufe der Jahre kaum geandert hat; ebenso wenig tritt eine 


TABELLEN Ila und IIb. Farbenschatzungen. 


Zeitraum n Farbe Grésse n Farbe 
0777 — 8224 20 4.17 8.66 12 4.63 
82349651 19 5.05 9.10 12 Ase 
9959-8077 20 4.95 9.33 12 5.00 
59 9.57 12 4.88 
9.77 i 4.82 

—— 


Abhangigkeit von der Helligkeit zutage. Das allgemeine Mittel ist 4°.73. 
Die Figur 1 enthalt die Beobachtungen, alle auf R reduziert. Die Reihe 
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der Abweichungen (Beobachtung minus Kurve) zeigt 242 Plus-, 261 
Minuszeichen, 245 Nullwerte, 217 Zeichenfolgen, 285 Zeichenwechsel. 
Das Mittel der absoluten Werte der Abweichungen ist 0™.098. Aus 
dem grossen Ueberschuss der Zeichenwechsel folgt, dass auch hier die 
Kurve glatter gezogen hatte werden kénnen. 

Fin Einfluss des Mondscheines auf die Helligkeitsschatzung ist kaum 
nachweisbar. Es verteilen sich auf 218 bei Mondschein angestellte 
Beobachtungen die Abweichungen wie folgt: 84 Plus-, 66 Minuszeichen, 
68 Nullwerte. 

Die Tabelle III enthalt die aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Minima m und der Maxima M. Die Spalte R wurde mit den Elementen: 


24229904.8 + 3539.7 E (fiir die Minima) 
und 2423158 .3 + 353.7 E (fiir die Maxima) 


gerechnet; das sehr unsichere Minimum 2427588 blieb hierbei unberiick- 
sichtigt. Die itbrigbleibenden B—R sind nicht sehr gross; sie zeigen aber 
wie gewohnlich ein Zuviel an Zeichenfolgen. Die Gesetzmassigkeit in den 
Vorzeichen (anfangs iiberwiegend —, in der Mitte + oder um Null herum, 
am Ende wieder —) deutet auf eine Verkiirzung der Periode, etwa von 
3554 zu 3519 in dem hier diskutierten Zeitraum 1907—1935. Ich bin aber 
bei den einfachen Elementen R stehen geblieben. 

PRAGER’s Katalog fiir 1936 gibt den Periodenwert 3554.7, und das aus 
samtlichen von mir seit d.J. 1907 in den Astr. Nachr. mitgeteilten Epochen 
der Minima und Maxima abgeleitete allgemeine Mittel ist 3544. 

Die extremen Werte des Lichtwechsels sind: 


Minimum: 13™.74 + 0™.042 ? eae 
Maximum: 9 .12+0 059 ¢ eri 


Die Amplitude betragt somit 4™.62. Sowohl beim Minimum wie beim 
Maximum scheinen die Abweichungen vom Mittelwert regellos aufzutreten. 

Wie man sieht (Figur 1), unterliegt jede Aufhellung von V 18 Persei 
ohne Ausnahme einer scharf ausgepragten Stérung, die meistens einen 
Stillstand im aufsteigenden Aste der Lichtkurve bildet, Sfters sogar ein 
sekundares Maximum. Der Wendepunkt konnte in den meisten Fallen 
ziemlich genau angegeben werden. Zwecks Bildung einer mittleren Kurve 
verfuhr ich wieder so wie es friiher bei T’ Cassiopeiae beschrieben wurde 
(Proc. Royal Acad. Amsterdam, 34, 220). 

Die Tabelle IVA gibt die Epochen der Wendepunkte, nebst einer 
Vergleichung mit den Elementen R: 


ZAZI0I9TS 439391 Ee 
Die Helligkeit in dieser Phase des Lichtwechsels ist 
10™.28 + 0™.050 (m.F.), 


Die drei Teilkurven schliessen sich, wie aus der Figur 2 ersichtlich, 


A. A. NIJ|LAND: Mirttcere LICHTKURVEN VON LANGPERIODISCHEN VERANDERLICHEN. XXVI. V18 = RZ PERSE. 
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genau an einander an, und liefern zusammen die mittlere Kurve B 


(Tabelle V), 


Mittlere Hvrve 
V18=RZ Perse/ 
Perjode 354% 


i 1 


2900 5000 3700 3200 
leita, 2. 


Wird die Kurve wieder in der itblichen Weise von der Storung befreit, 
so entstehen die ungestérten Maxima, welche (Tabelle IVB) mit den 
Elementen R: 

EINER, = op CMa e Vek 
verglichen wurden. 
Die maximale Helligkeit wird jetzt: v = 7™.94 + 0™.059 (m.F.). 


TABELLE V. Die mittlere Lichtkurve. 


Phase v Phase v Phase v | Phase v Phase v 
d m d m d m | d m | d m 
—100 il 4 —20 | 13.53 || + 60 | 10.96 || +140 | 9.88 || +220 | 10.45 
= 90 WW 7 =10 | 1.68 || =] 70 | 10.63 || $=150) | 9.50 |) =—4s0 | O72 
— 80 120% 0 13.74 || + 80 | 10.45 || +160 | 9.20 || +240 | 11.05 


= WH, Se =-10 13.66 SLO. f0 Neil 70) OSS Viet 2505) 11.32 


— 60 WAS!) +20 13.40 || +100 | 10.31 || +180 | 9.28 || +260 | 11.62 
= 50 12.85 +30 12,S)Ik +110 | 10.28 || +190 | 9.55 
= 40 13). 09) =40 12Pas +120 |} 10.22 |) +2090] 9.85 


== 30 1332 +50 Mil 625) 1307) 10-10 |) =-210 | 10.15 
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Die Teilkurve A der ungestérten Maxima (Figur 2) schliesst sich der- 
jenigen der Minima genau an. Fir die Schiefe der ungestérten Kurve 


findet man 
M—m 
a = 0344. 

Zum Schluss wurde die Differenzkurve C—=A—B gebildet, welche 
wieder symmetrisch verlauft. Das Minimum, zu 2™.30, fallt auf 2423106, 
also 6.5 Tage vor dem ungestérten Maximum; der Veradnderliche erleidet 
beim Aufstieg eine Verfinsterung, welche ihn von 88% seines Lichtes 
beraubt. 

Leider habe ich nach Abschluss der Reduktionsarbeit erfahren, dass von 
2427700 an sdmtliche (31) Beobachtungen beim Eintragen in die Graphik 
um -+ 204 verschoben sind, Dieser Fehler hat den Kurvenzug beim 
Maximum 7764 ein wenig geandert; iiberdies haben die Epochen vom 
Wendepunkt 7705 an negatieve Korrektionen bekommen, welche vom 
Maximum 7764 an den vollen Betrag von — 204 erreichten. Die paar letzten 
Epochen der Tabellen HI und IV stimmen jetzt nicht genau mit der 
Figur | iiberein, Die mittlere Kurve brauchte nicht neu gebildet zu werden. 
Samtliche Normalepochen bekamen aber Korrektionen von —14, Die 
Figur 2 ist noch mit den alten Epochen konstruiert; der Unterschied macht 
sich kaum bemerkbar. 


Utrecht, Januar 1936. 


Physics. — Some remarks on the resolving power of the microscope 
measured with the “GRAYSON’s Rulings’. By P. H. van CItTerT. 
(Communicated by Prof. L. S. ORNSTEIN). » \ 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


As is universally known ABBE has shown that a grating consisting of a 
great many very narrow parallel slits, separated by opaque bars, when 
illuminated parallel to the optical axis, is resolved by a microscope if the 
line-distance 

A 


eee ae 


in which {=the wave-length of the light used and A =the sine of half the 
aperture 2a of the objective (if necessary multiplied by the refraction- 
index of the immersion liquid used.) The image is formed by the inter- 


ference of the direct beam with at least both diffraction-beams of the 
first order. 
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With inclined illumination, however, the resolving power is twice as 
large, so that a grating with a line-distance of 


Me 
2A 
is still resolved. In this case the image is formed by the interference of the 
direct beam with only one of the diffraction-beams of the first order. 

As now, when illuminating by wide-opened beams, so when using a 
condenser of sufficient aperture, under the different directions of illumina- 
tion, the direction a is always present, it would be expected that in this 
case the limit of the resolving power is given by 


2A4 _ 


7 iV, 


In different textbooks it is indeed suggested that the resolving power of 
the microscope with a condenser is the same as in the case of inclined 
illumination, whereas in other textbooks, without any explanation, the 
resolving-power for the case of inclined illumination is given as the resolv- 
ing power of the microscope. If, however, the ratio between the resolving 
powers with and without a condenser is measured by means of a grating- 
structure, the ratio 2 is never found, but always a smaller one. 

As an example in table 1 the results of the measurement of the resolving 


EAB eae 
Without condenser. 
Number of resolved groups 
Obj. N.A. 
Och Ocm Oca Ox, 1) | Oe. VS Theor. 

5 ? = = 1 1 l ? 

8 0.2 1 1 1 Z) 2 1.8 
10 ORS 1 2 2 3 3 Dd 
20 One 3 3 at 4 at 3.6 
40 0.65 5 6 6 6 6 5.9 
60 0.9 it i 8 8 3e2 
90 0.9 Zi 8 8 8 So ie 822 


power of a modern microscope by means of parallel light are tabulated. A 


i= Sl i 
Grayson’s Test-plate, with 12 groups of parallel lines 500' 400 °° 2400 ™™ 


apart respectively, was used. The indicated theoretical resolving power has 
been calculated for the wave-length of 5500A. The resolving powers 
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observed by larger magnifications appear to be in good accordance with 
theory. Table 2, however, gives the values of the resolving powers measured 


TABLE 2. 
With condenser. 
| Number of resolved groups. 
ee oes Geta Ne vOeea acer Ocalan Oars 
| 5 ? a = 1 1 1 
| 3 0.2 1 I ! 2 2 
| 10 0.3 1 2 2 3 3 
20 0.4 3 3 3 4 4 
40 0.65 6 6 7 7 7 
60 0.9 7 7 8 8 8 
90 0.9 7 Sa gs 9 9 


when using a condenser of large aperture. From this immediately appears 
that these are by no means twice as large as in the former case, but only 
about 1.2 times, 

The cause of this discrepancy is at once clear, when it is considered that 
for the resolving of a grating-structure it is not only necessary for the 
observed image to show intensity-maxima and minima, but that is moreover 
necessary that the visibility V1) of the diffraction pattern should be large 
enough, to be observed with sufficient certainty, Now a visibility of about 
10 % is necessary to observe a diffraction pattern clearly resolved whereas 
for the limit ae = 1 the visibility of the diffraction pattern — 0, as in 
this case only the extreme beams can give a diffraction pattern: all other 
beams only cause a homogeneous illumination of the field of view. If the 
grating-constant becomes larger, the diffraction angles become smaller 
and so more beams contribute to the diffraction pattern: the visibility of 
the image increases, For the case treated by ABBE of an infinite grating 
with very narrow lines, observed with an objective with rectangular 
aperture, the visibility is plotted in fig. 2 against the line distance 


(—.— curve). In this case the visibility of 10% is not reached for 
Zoe but for 204 = 105, 


In practice, however, it is much more unfavourable. In the first place the 


Ij=I. : 
1) os as in which J; the intensity of a maximum and J2 the intensity of a 
iD 


minimum. 
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aperture of the objective is not rectangular, but circular, through which it 
is the extreme beams forming the diffraction pattern that get less influence 
and in the second place the lines of the test-object are not infinitely 
narrow, but of finite width. This results in the diffraction beams of the 
first order being much less intensive than the direct beam through which 
the visibility of the diffraction pattern diminishes. Therefore in practice 


the theoretical value of the resolving power g == 1 cannot be expected 


to be found. 


As the image formed when illuminating with wide-opened beams is 
approximately similar to that of a self-luminous object we will treat this 
latter case for the simplification of the calculations and compare this case 
with that of parallel illumination. In this case the illumination of the object 
is completely non-coherent, in the other case, however, completely coherent. 


We will start from the well-known fact that an element dX dY in the 
point P(XY) of the object plane near the optical axis causes a vibration: 


Ce ee 
Sen f [ dtdnsin2| 7 - 7 |. oe (3)2) 


in that point Q of the image-plane which is conjugated to the point p(xy) 
of the object-plane. In this & and 7 represent the sines of the angles which 
the projections of the line connecting the point P with the active element of 
the diffracting aperture on the X- and Y-plane make with the optical axis. 
The integrations must be extended over the whole diffracting aperture. 
If this aperture is circular, the integration gives the result: 


220A 
WES) 
ace 270A 


A 


in which A — the numerical aperture of the objective and 9 = the distance 
pP. So the intensity-distribution is determined by the function 


ys I@ 
Ee 


n? q 


,— of a right-angled aperture, 


which behaves like the diffraction-function a 


with this difference, however, that the pattern is broader. The first zero- 
point is not q=a but q=3.9. If the object is a long self-luminous line 


1) ABBE, Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop, 1910, page 40, formula 29. 
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parallel to the Y axis the intensity-distribution is determined by the 


integral: 
+ Xo 22 A 
RTE VK 
lfc dY 472 A? ) 
re aa 


in which Y, may be considered infinite compared with the extension of 
the diffraction pattern of a single point. Numerical integration gives a 
distribution /,, which is constant in the Y-direction, and which in the X- 


2 
direction behaves like a function, which is similar to the function 9). 


with this difference, however, that the minima are not — 0 and that they 
are nearer to the point xX. The first minimum for instance is found at 
q=0.36 instead of at q=0.39. 

Let us now consider the coherent case. In order to calculate the image of 
a line parallel to the Y axis, we must determine the integral 


ci Yo 


Sin fay [ dtdysin2z) eee 
= 


Integration in regard to 7 gives 


ea (y— Y) no 


sin2x 
. : Ve ie Ae A 
ss fe [ aeainan' r 7 ; ee aa 


=¥, =A 


in which 7 is a function of &. As Yo may be considered infinite, continued 
integration in regard to Y and é gives: 


aes 


\ 


A 
Pierre ee: 2 Id 
A 


is 
So sin2a T 


ie. a vibration which is independent of the form of the aperture of the 
lens. So while in the non-coherent case the intensity of the diffraction- 
pattern is determined by the above-mentioned function I, (q), in the coherent 


case the amplitude is determined by the function 57 7 as would also be 
qd 


the case, if the aperture of the lens were not circular, but rectangular, 

If we apply these results to the case of two, very narrow parallel lines 
A apart, we can immediately calculate the relation between the visibility of 
the diffraction-pattern and the line-distance. The result is plotted in fig, 1. 
In this figure AB represents the visibility curve for the non-coherent case 
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and CD for the coherent one. It appears that in the first case the visibility 
10 % is reached when 2 a 2 ao 


— 1.1 and in the latter case when 


== 1-4 


so that the ratio of the resolving powers is about 1.3. Moreover the 


« 


V 
1 


0,5 


Oe 


ClieslenO75 4 125 15 175 2 x 
icemele 


visibility curve for the non-coherent case is plotted for a rectangular 
aperture (ED), the coherent case of course gives the line CD again for a 
rectangular aperture. The ratio between the resolving powers is now 
about 1.4. 

Let us now consider as an object a grating with comparatively many 
lines. In fig. 2 the visibility of the observed images are plotted for the 
non-coherent case against the line-distance for different values of the 
width 6 of the transparant slits. It is obvious that the visibility decreases 
as the value of b approaches that of A. If the slits are broad compared 
with the opaque bars the resolving of the grating is very difficult. In the 


V 
1 


0,5 


hae 
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pihioee’ 
coherent case, however, the grating is not at all resolved if 7 Ey Ae 
but it is, if a >2 and that always with sufficient visibility for the 


values of i considered above. For the image of an infinite grating is 


then determined by 


iB 2 
\ sin n | 

== i 5) 1 
Tie ree 5 cos 21 (fe) 2) 

eee 

as 

Now two cases are possible: 
sin aN 
122 ae >i, that is b<0.6 A. Between the principal maxima faint 
a7 


secondary maxima are observed. Between these maxima the intensity — 0; 
so the visibility is 100 %. This is the case for b=0 and b= 

20, b>0.6 A. The secondary maxima have disappeared, the visibility 
is determined by 


of ie 

V= Tp 4e 

in which 
ee 
pan Sin I wi 
b 
Aout 

This gives for b= ?/, A V= 98°), 
Neem Para ViE=887, 

b=*/, A V =76%, 

b=5/. A V =67e): 


So by coherent illumination the visibility will suddenly reach a more than 
sufficient visibility to make the resolving of the grating structure possible 


2AA 


if ar —2. From fig. 2 it is obvious that the ratio of the resolving 


powers is always less than 2, e.g. if b= A this ratio is only 1.37. 
Let us now consider Grayson’s Testplate. It consists of a number of 


groups of 10 or more lines. For the wider groups the ratio es can be 


A 


1) ABBE, lc. p. 104, f 95. The factor Jo” in this formula is constant for an infinite 
grating. 
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estimated with fairly great accuracy, because a microscope with great 
resolving power resolves these groups almost completely. The results show 


: 4 
that for these groups bee 4. For the narrower groups, however, this 


estimation is impossible and the ratio ia is unknown. 


is 
In the non-coherent case the visibility curves for a grating of about 
10 lines appear to be almost the same as those for an infinite one. In the 
coherent case formula (5) can be applied for the central part of the 
group 1) provided that the whole diffraction beam of the first order passes 
through the objective. Now this diffraction beam is determined for a 
grating with p lines by 


p— le 2 pai: | 
See 


P P 
and so the resolving will begin if ee = 2(p—1) and will reach its 
p 
ae 
maximum if — == ‘er in other words for a group of for instance 
10 lines the visibilities will not reach the above mentioned values discon- 
tinuously if ee —?2, but will rather rapidly increase continuously from 
ae =o) till a —72.2. In first approximation the structure will yet 
be resolved if aS So, if also for the narrower groups b= > ea 


ratio between the resolving powers of about 1.3 can be expected, which is 
in good accordance with the experimental result 1.2. 

Summing up we can conclude that by observation with parallel light 

Grayson’s Testplate gives a resolving power that nearly completely agrees 

ge’ 

A 

it is impossible to measure the double value of this resolving power, but a 

resolving power that is not only determined by the aperture of the objective 

but also by the nature of the object is measured. In order to compare the 

resolving power of a microscope with the theoretical value the use of 


with the theoretical value —2. When using a condenser, however, 


parallel illumination is advisable ”). 
ABBE objected to the use of a testplate, because owing to him only the 


1) The factor Jo” has its maximum there. The transparant spaces between the different 
groups have very little influence on the visibility in the centre of a group. 

2) Therefore this is the reason why in my book ‘Descriptive Catalogue of the 
Collection of Microscopes in charge of the Utrecht University Museum” only measure- 
ments with parallel illumination are recorded. If the measurements had been done with 
a condenser, all resolving powers would have been multiplied by a meaningless factor. 2. 
Moreover it would not have been possible then to compare the measurements with 
GRAYSON’s Testplate with those done with NOBERT’s Testplate. 
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outer zones of the objective contributed to the formation of the image. 
However, when using a condenser the resolving power measured with 


GRAYSON's Testplate is a = times as small as the theoretical resolving 


5 
ee 
power, the resulting refraction-angles will also bee times as small. And as 


the co-operating diffractionbeams have moreover a finite aperture on 
account of the small number of grating slits, the whole objective will 
practically contribute to the formation of the image. So when using a 


condenser, ABBE’s objection against measuring with a Testplate does not 
hold good, 


Physics, — Ueber das antiferromagnetische Austauschproblem bei tiefen 
Temperaturen. Von L. HULTHEN. (Communicated by Prof. H. A. 
KRAMERS). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Zusammenfassung. Das Benehmen eines Antiferromagnetikums bei 
tiefen Temperaturen wird mit Hilfe einer von KRAMERS und HELLER!) 
angegebenen Methode untersucht. Es ergibt sich, dass die Entropie (ohne 
Magnetfeld) wie T3 geht, und die Suszeptibilitat wie const. (1-const, LZ) 


§ 1. Problemstellung und Uebersicht. 

Bei tiefen Temperaturen hat die energetische Wechselwirkung der 
magnetischen Atome grossen Einfluss auf das Benehmen magnetischer 
Kristalle. Ist das sog. Austauschintegral, das die Wechselwirkung zwischen 
Nachbaratomen_beschreibt, negativ, so kann nach HEISENBERG2) und 
BLocH3) Ferromagnetismus auftreten: dies entspricht einer Wechselwir- 
kungsenergie, die dem Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen der 
betreffenden Elementarmagnete proportional ist und zwar mit einem nega- 
tiven Wert des Koeffizienten. Den Fall, wo eine solche Wechselwirkung 
vorhanden ist, aber mit positivem Koeffizienten, wollen wir als antiferro- 
magnetisch bezeichnen; er liefert ein mogliches Modell fiir magnetische 
Kristalle, die selbst bei den tiefsten Temperaturen paramagnetisch 
bleiben 4), 


In dieser Arbeit wird versucht, die Eigenschaften eines solchen Modells 


1) G, HELLER und H. A. KRAMERS, Proc, Royal Acad. Amsterdam, 37, 378 (1934), im 
folgenden als HELLER—KRAMERS zitiert. 


2) W. HEISENBERG, Zs. f. Phys. 49, 619 (1928). 

3) F. BLOCH, Zs £ Phys. 61, 206 (1930). 

4) Nach den Untersuchungen von BECQUEREL, DE HAAS und VAN DEN HANDEL 
(Physica 1, 383 (1934)), VAN VLECK und HEBB (Phys. Rev. 46, 17 (1934)) tritt eine solche 
Wechselwirkung beim CeF3-Kristall auf. Allerdings wird bei wasserhaltigen Kristallen die 


direkte magnetische Wechselwirkung die wichtigste Rolle spielen. Vgl. H. A. KRAMERS, 
Physica 1, 182 (1934). . 
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bei tiefen Temperaturen naher zu bestimmen. Die von BLOCH beim Ferro- 
magnetikum angewandte Methode (naherungsweise quantenmechanische 
Bestimmung der tiefsten stationaren Zustande und ihrer Energien) versagt 
leider in diesem Falle. Wir wollen daher untersuchen, zu welchen Resul- 
taten die von KRAMERS und HELLER auf das Ferromagnetikum angewandte 
Methode beim Antiferromagnetikum fiihrt. Von diesen Autoren wurde die 
Wechselwirkungsenergie zunachst rein klassisch aufgefasst; bei tiefen 
Temperaturen kann der Zustand des Kristalls sodann als eine Ueberlage- 
tung von harmonischen Schwingungen der Gesamtheit der magnetischen 
Atome um eine Gleichgewichtslage betrachtet werden. Die Quantisierung 
dieser Schwingungen nach der Art und Weise der DeEBijE~Theorie der 
spezifischen Warme ergab dann Uebereinstimmung mit dem Resultat der 
strengeren von BLOCH und Mo LLER!) befolgten Methode. Allerdings 
sollte bei der Quantisierung die Nullpunktsenergie weggelassen werden. 

Im Falle eines einfachen kubischen Gitters kann dieselbe Methode nun 
sofort beim Antiferromagnetikum angewandt werden. Wahrend namlich 
die quantenmechanische Angabe des energetisch tiefsten Zustandes auf 
grosse Schwierigkeiten stésst, ist beim klassischen Modell dieser Zustand 
leicht bestimmbar. Ein Zustand mit etwas grésserer Energie ist wiederum 
eine Ueberlagerung harmonischer Schwingungen; diese kann man quan- 
tisieren (ohne Nullpunktsenergie). Einer technischen Schwierigkeit begeg- 
net man nur, wenn die Starke des Magnetfeldes nahe an einem gewissen 
kritischen Wert liegt. 

Die Resultate bei schwachem Magnetfeld sind in den Formeln (28) 
bis (31) zusammengefasst. Es sei aber bemerkt, dass die Anwendbarkeit 
der Methode beim Ferromagnetikum keineswegs die Richtigkeit dieser 
Formeln garantiert 2). 


§ 2. Klassische Behandlung des Problems. 
Fiir ein kubisches Raumgitter mit N* Atomen in einem 4usseren 


—> 
Magnetfeld H wird der Energieoperator: 


> N= > 
Be OS Opie >) Titra kita (On bea ORO mat) (1) 
k,lsm=1 k<K!, KU, m<m! 
hee 
7 Fkim ist hier der Operator des Gesamtspins des betreffenden Atoms 
mee . 
(0z~im der Operator des entsprechenden magnetischen Moments 
(. eo ee) ~— Tim: tm ist das Austauschintegral zwischen den Atomen 
mc 
kim” und ,k’ lm’. Wir werden im folgenden wie gewohnlich 


1) C, Moxter, Zs. f. Phys. 82, 559 (1933). 

2) Die spezifische Warme eines Antiferromognetikums ware nach (29) proportional zu 
T3, wahrend sie beim Ferromagnetikum ~ Tl ist. Nach freundlicher miindlicher Mitteilung 
von Herrn Prof. KRAMERS gibt aber eine rein quantenmechanische Naherungsrechnung 
nach ganz anderen Methoden auch beim Antiferromagnetikum Proportionalitat zu T’/2. 
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annehmen, dass kim, xrm nur ftir Nachbarn einen merklichen Wert 
annimmt. Dann kommen fiir k’ I’ m’ nur die Kombinationen k-+-1, 1, m; 
k,l+1,m; k,l, m-+-1 in Frage, und wir kénnen alle I.im; g+1,1m usw. = 1 
setzen . ([ > 0). 


—> 
Wenn wir nun die Operatoren 0,1 als gewohnlichen Vektoren mit 
dem Betrage n und den Richtungscosinussen x%im Yk1m Zk1m betrachten, 
so erhalten wir als HAMILTONsche Funktion in dem klassischen Falle 


(z-Richtung gleich Feldrichtung): 


N Tete 
B= — nS az (Xietm Xk! mi ] 
1 


k, 1, m= 2 k,1,m=1 k' I'm’ 


(2) 

a Ykim Yi m! Tecate Zk m') \ 

Die Summe oy geht immer iiber die Kombinationen k+1, lm; 
Kise lim: ko me 1.) Firs 1,N,N ist X1,n.n einzusetzen usw. 

Wir miissen jetzt das Minimum von E unter den Nebenbedingungen: 


2 2 oe res 
Xhim V Yitm 1 Zim = | usw. 


suchen. Nach Einfiihrung von LAGRANGE'schen Multiplicatoren A, ;, und 
Differentiierung bekommen wir das folgende Gleichungssystem : 


= Rc ae es Nei ards ea na op I sh BU "Zh mtine 24kinZhim =O 


Ue Wr ASW 95 oR ee 24n nO O 
Xk=1,1,m “bP Xl, lm aie ra eM Ce as PR oy 5 a Pres") 
lad ; ; z. ; 
wo ¢= ist. Eine Lésung des Systems ist: 
6nI 
ie pies Gh 2h 1m —= him —=— Zhan = os Se 


Yk—-1,.m + Ykim = Yuim + Yetiim = 2. 2 


Xt—-1,,m Xk im = Xkim + Xks1,1:m —— wie) 


Wenn das Magnetfeld unendlich klein ist, stehen also die Spins senkrecht 
dazu, und zwar so, dass je zwei Nachbarspins unter einander anti- 
parallell stehen. 


Fiir ee ist die obige Lésung natiirlich sinnlos, und die Spins 
sind dann dem Felde parallell. 

Dass man in dieser Weise wirklich das Minimum von E erhialt, zeigt 
sich durch die folgende Entwicklung fiir kleine Abweichungen von der 
Gleichgewichtslage. Wir wollen zuerst neue Koordinaten einfiihren, die 
so definiert sind: 


ZkIim — & + Gar 
Xk tim Xk! m! oF Ykim Yk m' = — COs (21m — 1k! 1 m') V1 Sp i Vat cae ee 


iS 


Ueber die Bedeutung von 7 siehe Abb. 1. Mit den neuen Koordinaten 
wird die Energie: 


In? N N 
oe aoe > (e+ leim) + DS DS [— cos (Hk1m—k'1' m') « 
k, lm) Kel nl hee a : 


(3) 


‘ val — (e+ Let m)? : AA — (e+ Corn m)? + (e+ fet m) (e+ Cer m’) | \ 


Bei tiefen Temperaturen (kT ¢ ¢ In?) sind die Abweichungen von der 


kl 


Abb. 1. k-+1-+ m ist immer ungerade (oder immer gerade), 
k’ + 1'-+ m’' dementsprechend immer gerade (bzw. ungerade) ; 
siehe oben Seite 191. 


A 
Gleichgewichtslage klein, dh. Ceim und 1ktm—Mk+1. im USW. sind klein 
gegen 1. 

Die Wurzel |“1—(e+2)? kénnen wir entwickeln, wenn nicht «* nahe 


gleich | ist: 
3 OS ee 
Vie) SPS 1-2 (1 Lo ee ; ieee 4) 


€ 


Der Ausdruck fiir E wird somit: 


N a ae 
pee: S (eo cee) ( ls we i 


2 ( k,l, m=1 Kelme 


é€(Ceimt Cet m’/) (Ge Ce i) | Saaiian) : 
(-#)(1 1 —é? = 2? Sia (5) 
+ Ob elCatn thera) + bain bera |= 
In? N : ; 
=} 6a Nt 3 Ne = i 2. jum ) ics ea Jt 
: . (5a) 


1 
a (=e (eC ae SS | 
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Die Summe S geht, wie oben gesagt, immer tiber die Kombinationen 
Kl m' 


k+1.lm; k,l+1,m; k,i4m-+1. 
Wir berechnen dann das Zustandsintegral: 


4) E 
Z= |e dyna ee Ba Te DAE Beaches (9) 


wo dydé das Produkt von allen dyxim und dl;y;m bezeichnet. Wenn 
kT ¢ (In? ist, kénnen wir als Integrationsgrenzen fiir alle 7 und +o 
setzen'). Es wird also: 


+ 00 +o 


In? 
Cin eee 62 v 
ee en 1 fee tkimc wr Tk Lm 1k! m! cn { @ 7 Pklm: # Um! Skim Sk m! ff (7) 


—oo —oo 


wo die a und f# nach (5a) reelle und symmetrische Matrizen sind. Wenn 
Ayin und B,i, die Eigenwerte von den a, bzw. den f sind, ergibt 
sich somit: 


5 In? =e ae 
3N8.— (241) N rt | mu 


Zeno | «Al ee ee Las: 
aA Avip Big ( ) 
Die Eigenwertelassen sich in analoger Weise als bei HELLER und 


KRAMERS berechnen ?) 


In? 


Asin = aT | ==) (3 — C) 


In? 1 
Brin =a 57 7p B—(22—1)C) os oh ae (9) 


Hieraus bekommen wir fiir die Zustandssumme: 


2ak T 
te L“(3—C) (3 —(222—1)C) “8, % (10) 


Die freie Energie wird («= fal) 


2 2 
F=—kTlogZ=— N° (chin )-NPkT log Ci )+ 
n 


" - (11) 
+kT a icq (gene) 3—=(2=1).e) 


1) Vgl. HELLER—KRAMERS, Seite 379. 
*) Vgl. HELLER—KRAMERS, Seite 379 f. 
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Da N sehr gross ist, ersetzen wir die Summe durch ein Integral iiber 
256 2nd 2am 
LS S|], = 


NG N’ ne 


F=—N9 (3,14 


Cot 
- Cog 3. yey | 0 


C=cosu+cosv + cosw 


Auch in diesem Falle widerspricht also das klassische Modell dem 
NERNSTschen Warmesatz. 


Der Erwartungswert des magnetischen Moments wird nach (12): 


wa oF =Nnin, HE 11, C du dv dw 
MSs sae rope le ee (2 «2?—1) ar - (13) 


Die bisherigen Rechnungen gelten nach dem oben gesagten nur wenn 


2 
= (aa <1 und zwar nicht nahe gleich 1 ist. 


2 


Fiir «* = 1 ist die Gleichgewichtslage dieselbe als in dem ferromagne- 
tischen Falle (siehe oben Seite 192), dh. alle Spins stehen dann parallell 
zum Magnetfelde, und wir kénnen dann die Resultate von KRAMERS und 
HELLER benutzen '). Wir miissen nur tiberall das Zeichen von J andern. 


Der Erwartungswert M wird dann fiir das kubische Raumgitter: 


ee 1 du dv dw 
M—=N?nu a5 fa oe eee 
le 


§ 3, Die Quantisierung. _ 
min . ; 
Wir fiihren die kanonischen Koordinaten § = ay € und » ein, trans- 


formieren dann den Ausdruck (5a) auf Hauptachsen mit Hilfe neuer 
kanonischer Koordinaten p und q') 


itn — Py Akim; zim Pziu 


Qkim = De, Akim; zhu WUriu- 


1) HELLER—KRAMERS, Seite 382. 
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Dann bekommen wir aus (5a): 


2 N 
E=-3N@ee+1+-2 >» [1-2 3—-C)¢,, + 


2 xd et 
; (15) 
1 DPiiu 
pea Ne ee 
af 


Jedes Glied dieser Summe kénnen wir als die Energie eines harmo- 
nischen Oscillators auffassen mit der Frequenz: 


Oe" VB—C)B—2E=NO) Rectan alate) 


Die Eigenwerte der Energie des totalen Systems werden dann: 


py? H? N bs 
Ey, omgny = — N? (Sf? are | Zig NO en ee) 


x, 4, U=1 


(n.24 ganze Zahl) 


Dass wir die Nullpunktsenergie weggelassen haben, liegt an der 
Methode ') (siehe oben Seite 191). 


Fiir die Zustandssumme gilt nun: 


co co co 
Le eS eS a ke — 


1443-0 nyAu=0 =annn=0 


E 22 dp RO, 
=ek cae LS one aes = 
z,A, uel ny) y—0 . + (1 8) 
N3 (‘etn + feo! ) 
2) ae 1 
= ie LE = 
U1 Aor, 
1 ene 


und somit fiir die freie Energie: 


po) N ae 
etter rae star 2 log ier 47) 119) 
2,4, u=1 


1) loc. cit., Seite 383 und 385. 
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Wie in der klassischen Rechnung ersetzen wir die Summe durch ein 
Integral und nehmen gleichzeitig w,), aus (16): 


igs AT Genes a ereals \ 


Qe 

N de 2Iny, = | 

eT (RE) fff dudedetog (1—e cage arg 2) 20) 
(0) 


a 
(<=f57<!) | 


Es ergibt sich dann fiir den Erwartungswert des magnetischen Moments: 


res 5 wid 

M= ai n gai (14 
2a acre a Tana hee come (20) 
; | eC ( 

1 nie I 3 one 
5 dudvdw —; 
Ae ne? Ta ae €)G=@2=1)C) 
e/ iy e —] 

0 


und fiir die Entropie: 


2% 
NOG “on : 
s=—2F—i(9,) | | J aude dtotog (1c [7 3 Cee ve) 
0 


2a 
4k (Ry2i jf {22% LV (3—C) (3—(2e?—1)C) 
G2 mec ; TA ViesCy a= 2510) 


ekT — | 


(22) 


Diese unhandlichen Ausdriicke kénnen wir auf einfachere Form bringen, 
wenn wir die oben gemachte Voraussetzung k T (¢ In’ benutzen und 
dazu annehmen, dass «? klein gegen 1 ist. Zuerst diskutieren wir unter 
diesen Annahmen das Integral in (20): 


+0 +m +70 


2Inyp = ' 
il du dvdw fers magi ese oe: ne) 


—m —Ie —I 


Der Integrand ist merklich von O verschieden nur wenn die Wurzel 
nahe gleich O ist, also fiir u,v,w,~” O oder (da «? klein ist) ~. Wir 
entwickeln also um den Punkt u=v=w =O, indem wir uns auf 


198 


Gréssen zweiter Ordnung beschranken'). Das Integral bekommt dann 
die Form: 


are HOV aE Eee = 
[ff atcde deo tog (1—e kT j= 


oo 


Vs een 23) 
ee ate) ac 
= | 4xedeteg (ie ey ) 


0 


(Wegen der Form des Integrands kénnen wir die Integrationsgrenzen 
von 0 bis o erstrecken.) Durch die Substitution 


a 


V3 (1—e).¢ = @ 


wird aus (23): 


ki? 1 ee 
42(370) B Ba—A]r° _ [tog ie )o? do 


Dieses letzte Integral ist, wie man z.B. durch Entwicklung von dem 
Logaritmus leicht sehen kann (siehe auch unten (26)), gleich 


(24) 


Wir berechnen dann den entsprechenden Beitrag von dem Gebiet 
Caan 0 Se 


2Iny, ; ; ; F ; 
6 (62 + (1— 22) 4(u2 +o? + w)) 
i (oeketae ins ) 


Ef eecerellic at V We ae a= 


0 


(25) 
Seer 1 fi (1—e- “FFA 92g 
a OVE Tok rayee ee lgade 
0 
Dal Aa 
wo e= 130 = 2) panda a ee Das Integral kann geschrie- 
kel ae 
ben werden: 
as > Lf enVBrt ody (26) 
m=1 m, 


) Vgl. HELLER—KRAMERS, Seite 384 
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Diese Integrale kénnen auf BEssELfunktionen (vom HANKEL-typus) 
zuriickgefiihrt und in Reihen von folgendem Aussehen entwickelt werden: 


aj a,a"-a,a'->....loga(b,a*+b.a®+...). 


Als Naherungswert von (26) fiir kleine a? ergibt sich, den beiden ersten 
Gliedern dieser Reihe entsprechend: 


1 m4 1 mu? 
12 ae 2 
Sie YO ee 299 ta* GT C24) 


ar al! 

=o) pa 
m=1 m 

Wir bekommen nun fiir die freie Energie F statt (20): 


(iia ae 1 en 
127 ea 21h (ane 


PS —NS Ha Tnt + 


1g Se ee ee ee 
50.3173 (Zin) O=29P 24.313 in) (Ie 


3 4° }(2In)3 
eee i a ae on 
ay ie 
aa t-te (ain) 


Die Entropie S und der Erwartungswert M des magnetischen Moments 
werden dann, wenn wir weniger wichtige Terme weglassen: 


ore kel? ey Jaigl 
= =e | eee il in en WB 
eae le Se (er) } ie 


_ tals! 1 a a 
ats sl eee as ele) 


FeaeNe hine to + ie (ie | (Kole)? | 


Wir erinnern nochmals an die Voraussetzungen, unter welchen diese 
Formeln abgeleitet worden sind: 


nip CD, B= (a) BP Cals L 
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Fiir die Suszeptibilitat gilt also nach (30) bei tiefen Temperaturen: 


LO at ee kT \? sy 
p= NEE (I a eabin fe ee ea 


Das T?-Gesetz fiir die Entropie (ohne Magnetfeld also) stimmt in der 
Form mit dem DEBIJE-Gesetz der spezifischen Wa&rme bei tiefen Tempe- 
raturen iiberein (vgl. oben Seite 191). Wenn man also in (29) den ,,rein 
thermischen” Anteil mit einbezieht, bekommt man wieder ein Gesetz von 
derselben Form, nur mit anderen Koeffizienten. 

Kehren wir noch einmal zu den Formeln (20)—(22) zuriick. Wir 
wussten ja von vornherein, dass diese fiir e? nahe gleich 1 nicht mehr 
giiltig sind, und es zeigt sich auch, dass (21) in diesem Gebiet Ueber- 
sattigung gibt, ebenso wie den entsprechende klassische Formel (13). 
Ein Versuch, diesen Fall durchzurechnen, stdsst auf bedeutende Schwierig- 
keiten. 


Wie friiher im klassischen Falle kénnen wir fiir peek einfach die 


Resultate von KRAMERS und HELLER iibernehmen, wenn wir statt J —] 
einfiihren. 


f= — Neneh — in) 


2a 
3 > Qin (eH | 

+(%) ealnia| Gdpcieice| (eee aT (Cal eae) 

0 

a cee 
re u dv dw 
M—Nenu( 1 asf fh ain 7a . Ih a3 (33) 
a ae) 


1 


usw. 


Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. H. A. KRAMERS, 
und ich méchte die Gelegenheit benutzen, um ihm fiir die vielen lehr- 
reichen Besprechungen iiber diese und andere Fragen zu danken. 

Mein Aufenthalt in Leiden wurde durch ein Stipendium von C. F, 
LILJEVALCH J:ors Stipendiefond ermdglicht. 


Physics. — Research on thin layers of tin and other metals. II. The 
corrosion of metals by technical insulating oils. By P. J. HARING- 
HUIZEN and D. A. Was. (Communicated by Prof. L. S. ORNSTEIN). 


(Communicated at the meeting of December 21, 1935), 


Summary. 


The corrosion of tin, copper and lead has been investigated by an optical method, 
based on the increase of light transmission of thin metal layers due to the corrosion. 
The relation between the light transmission and the thickness of the layer has been 
determined for the three metals. 

From the experiments it is concluded that the ‘metals build up a protecting film of 
reaction products on their surfaces. In the case of copper this film is continuously 
destroyed. Tin and lead have a durate resistant film. Here the corrosion is controlled by 
the diffusion through that film. 

Experiments |with different oils showed that the velocity of corrosion is not related to 
the concentration of the acids formed by the deterioration of the oils. 

The results have been expressed by an experimental formula for which an attempt is 
made to provide a theoretical basis. 


Introduction. 


The corrosion by oils being a problem of technical importance, it 
seemed interesting to us to investigate the process of corrosion. We 
have followed the corrosion as a function of time by an optical method. 
The principle of the method is due to Dr. W. R. vAN Wijk '), who 
used it for the qualitative testing of different gas oils as regards their 
corroding action on a given metal. Metal layers, obtained by high 
vacuum evaporation of a thickness so that they show a measurable 
transmission for light, were corroded; the increase of the transmission 
with the time makes it possible to draw conclusions about the process. 

In order to obtain quantitative results, knowledge of the relation 
between the transmission and the thickness of the layers is necessary. 
For that reason, we have measured this relation in the case of tin, 
copper and lead, the metals for which we have investigated the corrosion 
by technical insulating oils at several temperatures. 

From X-ray diagrams of ‘the thin layers used it appeared that the 
metal layers have the same crystalline structure as the normal metal. 
The aggregated crystals however, are very small, what is due to the 
way in which the layers have been prepared. The fact that the X-ray 


1) W.R. VAN WIJK, Journ. of Industrial and Engineering Chemistry, 7, 48 (1935). 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIX, 1936. 14 
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diagrams consist of rings instead of points, indicates that the crystals 
have extremely small dimensions. 

For tin the dimensions of the microcrystals are so small that a 
sufficient intensity of rings can only be obtained on very thick tin 
layers which do not possess any light transmission. An analogous result 
has been found by PRINS '), who studied the structure of evaporated metal 
layers by the electron diffraction method. He interpreted this fact by 
supposing that the white (tetragonal) tin crystals are formed from the 
gray (cubic) crystals, which are very small. In accordance with OSTWALD’s 
principle, this metastable modification will be precipitated from the vapour. 

The homogeneity and the smoothness of the surfaces are great 
advantages of these evaporated layers for the study of heterogeneous 


reactions. 


§ 1. Description of the method. 


The metal layers were evaporated in high ~vacuum (< 10-6mm) on 
plates of mirror glass, by heating a tungsten spiral, which contained 
the metal, with an electric current. The dimensions of the glass 
plates were 2.5 >< 3.6 cm; only one half of the area was covered with 
metal (see fig. 1). The cleanness of the glass was found to be very 


eee Wl 


GLASS META 


ign 


important. The following method of cleaning proved to be the best: 
The glass was first treated with hot chromic acid, and then with nitric 
acid for several days; before being used the plate was rinsed with 
water, then with alcohol and finally rubbed very carefully with fine 


1) J. A. PRINS, Zeitschr. f. Krist., 86, 301, (1933). 
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blotting paper to remove the last traces of grease, which otherwise 
would have caused great inhomogeneity in the layer. 

The arrangement employed for measuring the transmission is given 
in fig. 1. The light from the filament L is focussed somewhere below 
the glass plate lying in the glass basin B, which is filled with oil and 
is put upon the holder D, which acts as a diaphragm. The transmitted 
light is reflected by the mirror M and focussed upon the vacuum 
thermopile V. The deflection of the galvanometer G is proportional to 
the intensity of the incident light. First the intensity Ij is measured 
through the metal layer, then the glass plate is moved so that the light 
falls through the uncovered part of the glass plate. This intensity is called 
Ig. Since the lamp is used on constant current (1 °/o9), the transmission 
of the metal layer is given in percents by the rate 100. This method 
has the great advantage of eliminating all influences of transmission or 
reflection of the oil. 


The relation between thickness and transmission of the layers has 
been determined in the following way: Circular object glasses (thickness 
0.75 mm, area 4.9 cm’) of mirror glass, were weighed on a microbalance 
with an accuracy of 1y (=—10-* grms)'). The glasses were cleaned 
before in the way mentioned above. After evaporating the metal on it, 
a second weighing gives the quantity of metal per cm’. The transmission 
is measured (in comparison with an equal bare object glass) in air, in 
oil and in water. The results for tin, copper and lead in oil are given 
in the figures 2, 3 and 4. 

100 


4| 40 20 30 40 50 
Biguez: 


1) The authors wish to thank Prof. Dr. F. KOGL, who had the kindness of setting 
at our disposal the microbalance of the Org. Chem. Lab. 


ie 
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It may be pointed out that except for very thin layers the logarithm 
of the transmission is a linear function of the quantity of metal. In ne 
range of thickness the metal exists as a continuous layer. The exception for 


1 40 20 30 40 50 
igquad. 


very thin layers is due to the ultramicroscopic granularity of these layers 
as a result of which a certain amount of light is scattered '), 


We must lay stress upon the fact that our measurements are not 


1) See L. S. ORNSTEIN, General discussions of the Faraday Society. Sept. 1935, 
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made with monochromatic light, but that the thermopile integrates over 
a range of wavelengths. This method however has the advantage of 
great accuracy (due to the great intensity of the used light); moreover 
the simplicity and rapidity of measuring makes it preferable for technical 
purposes. 


In the case of tin we met a complication; for it appeared that the 
points did not lay on one, but were distributed on two curves. The 
results are given in fig. 5, in which the normal curve (of fig. 2) is 


25 


—=Q IN Yer 
IL | = 


10 20 30 40 50 
Fiche: 


called I; the points of curve II show a smaller transmission at the 
same quantity of metal. Here the transmission is plotted not in a loga- 
rithmic, but in an ordinary scale, in order to demonstrate clearly the 
fact that layers of the “second kind’ can only be obtained above a 
certain quantity of metal. It is certain that the manner of evaporation for 
the different kinds of layers has no influence, as it was carried out in 
identical circumstances. The effect appeared at random. 

It is possible that the phenomenon is due to the dimorphous character 
of tin, moreover VEENEMANS') found the same result in the case of 
antimony, which is also a metal with different modifications. 


§ 2. Experimental results. 


The metal layers were corroded with an oil in a glass basin, heated 
in an electrical furnace. We used three oils of different nature, A, B 


and C (see publ. I of this series’). 


1) C. F. VEENEMANS, thesis Utrecht 1932. 
2) P, J, HARINGHUIZEN and D. A. Was, Proc. Royal Acad, Amsterdam, 38, 1002 (1935), 
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In fig. 6 is plotted the quantity of copper dissolved at the tempera- 
tures 60° C and 20° C, as a function of the time. The graph shows in 
the first place that the corrosion increases strongly with the temperature; 


Qt CORROSION OF COPPER 
IN Zon? OIL A 


BO € 


°20C 
—— Tea an 


a TIME IN HOURS | 


400 200 300 400 50a 
Riga: 


in the second place it demonstrates what was found to be a general 
phenomenon, that, for some reason, the violent attack of the beginning 
is stopped afterwards. This suggests the idea that a protective film of 
reaction products is formed upon the surface. 

A strong argument for this supposition is given in the fact that after 
some time a sudden acceleration of the attack reappears. Fig. 7 shows 


1000 1200 4400 


0 200 400 600 800 
1e6ke. 7 


this acceleration in the case of copper at room temperature; the three 
plotted curves represent measurements with different quantities of oil. 
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It appears that there is not any connection between the quantity of oil 
and the general feature of the corrosion. 


In fig. 8 the corrosion by the three types of oil is plotted. The 


T 
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Chi = —ollc 
zi eee ae c : 
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mentioned phenomenon of its sudden increase occurred in all cases. 

This points to a destruction of the protecting film after any time; 
the time at which this increase occurs which we have found in all 
experiments with copper, is not reproducible. It can be concluded, 
therefore that in practice it is necessary to protect copper against the 
corroding action of oils by means of a layer of a metal on which a 
more resistant film is formed. 

In this connection we will now discuss some results obtained on tin and 
lead, which metals come into consideration for protecting the copper. 
In the case of tin and lead we have never met a destruction of the 
protecting film; the general curve is given in fig. 9 in which the quantity 
of dissolved metal is plotted against the time. Except in the beginning 
of the process, when the protecting film is built up, this function is a 
linear one. In this range the diffusion of the corroding agent through 
the protecting film is the controlling factor of the process, while only in 
the beginning the reaction velocity between agent and metal surface 
will also be of influence. 

With regard to the behaviour of the two metals in practice the 
beginning of the process is not important, but we have to compare the 
final process, the slopes of the straight lines in the later part of the 
curves are important. As far as the work has proceeded viz. 1200 hours 
the values of these slopes (y), as determined from fig. 9 are as follows: 

tin 0.0021 y/cm? per hour 
lead 0.0044 es: 
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It is obvious that while in the initial stage tin is corroded more rapidly 
than lead the fact that the slope of the curve for lead is more steep than 
that for tin indicates the probability that under the longer times of contact 
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usual in industry the corrosion of tin will be less than that for lead. 

We have also measured the corrosion of tin by the oils B and C. 
Fig. 10 gives the comparison of the behaviour in the three oils. The 
values of 7 are: 


oil A 0.0021 y/cm? per hour. 
es 0.0017 ” 1 
aS 0.0029 “ i" 
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Fig. 10. 


As the authors have communicated in these Proceedings'), oil B forms 


1) P. J. HARINGHUIZEN and D. A. WAS. Proc. Royal Acad. Amsterdam, 38, 1002 (1935). 
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a great deal of acid, due to its deterioration when catalysed by metal; 
the other oils on the contrary keep a very low acid value. 


In the case of contact with tin table I gives the acid values initially 
and after 1000 hours: 


SUNIL, Il. 
t oil A oil B Grill (G 
(@) 0.02 0.01 0.01 
1000 0.05 50) 0.02 


Comparing these values with those of 7, it is clear that the acidity 
of the oils is not related to the velocity of corrosion. Two causes for 
the effect come into consideration: 

1°. Due to the different nature of the oils the respective films may 
have very different permeabilities, so that this can compensate the 
divergent acid values. This supposition is not probable, the ratio of 
paraffines to naphtanes in the oils, which may affect the nature of the 
film, is not directly related to the values of 7. 

2°. The increase in acidity would be compensated by an increase in 
the thickness of the protecting film, with the result that the rate of diffusion 
remains the same, as is required by the linear dependence of the time. 
However this is impossible, as is shown in the case of oil B. Thus we 
have plotted in fig. 11 the dissolved quantity of tin as well as the 
increase of the acid, value of the oil. From this graph it can be seen 
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that the film has been built up before measurable acid formation occurs; 
and that afterwards in the same time as that in which the acidity 
increases 500 times, only 27 of metal are dissolved, which (correspon- 
ding to a thickness of about 10 atoms) will not be sufficient to increase 
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the thickness of the film 500 times. [Jt would appear justifiable to con- 
clude that the concentration of the agent that produces the actual corrosion 
is small in comparison with that of the_available acid. 


§ 3. Theory of the corrosion process. 


The curves obtained can be discribed by the following experimental 
formula: 


ae at 
Ciera 


in which: 

t represents the time. 

Q, the dissolved quantity at the time ¢ 

a, B and » are constant. 
As mentioned before, 7 is given by the slope of the straight line. 
Putting Q,— 7t= Q’., we obtain: 


1 t 

ot lta) ae ee 

+ 29=o 

and this formula is tested by plotting ¢/Q’ against t, which gives a 
straight line. 


Fig. 12 and 13 show this in the case of tin in the three different oils 


Zt 


and also for lead in oil A. From these figures the values of a and can 
be determined graphically; they are given in table II. 


250 


200 


OIL A 
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TIN- 


a t 
600 
eokey, I, 
TABLEMIE 
Mi ra 
Metal Oil 8 
in y/cm? per hour in y/em? per hour ; 
aN Se 
Sn A 0.0021 OR22 0.027 
Sn B 0.0017 0.20 0.022 
Sn Cc 0.0029 0.20 0.032 
Pp A 0.0044 Oals 0.050 


In order to obtain a mathematical representation of the process we 
will proceed from the ideas suggested by the experimental results, 

We suppose a heterogeneous reaction between a metal surface and 
an acid of the constant concentration co. In consequence of the reaction 
there will be formed on the surface a film of reaction products, through 
which the acid must diffuse in order to reach the surface. The velocity 
of diffusion being very small compared with the reaction velocity, after 
some time the concentration of the acid at the surface c, will decrease 


Zi 


and at last reach a constant value. Then the whole process is only 


ruled by the diffusion. 
If Q, is the dissolved quantity of the metal at the time ¢, the relation 


is given by the equation: 


dQ, 

—S = Aa— Bow sens oe Se 

dt ar 

in which c, means the concentration of the reaction product. A and B 
are constants. 

The inverse formation of the metal out of its reaction product being 

very small we can neglect the term Bc,, which simplifies the equation (1) to: 


dQ, 


fe ee ae! ae amen) 


The decrease of the concentration at the surface c, due to the reaction 
will be proportional to this concentration itself. It will be supplied by 
the quantity of acid, which diffuses through the film. In order to compute 
this diffusion current, we will suppose — with some simplification — 
that the film has a constant thickness 5. This approximation is necessary 
in order to obtain a soluble differential equation. 

Weassume that the current is proportional to cy —c,; this assumption 
will be correct if 6 is very small. 

From these assumptions follows: 


dc, 
dt 


1B) 
= TaN ioe 5 (ce Co); SIP te meron ete ee (3) 


(in which D means the diffusion coefficient of the film), or: 


ac, D D 
Gr (4t == 5 % 4) 
Integrating this equation we obtain: 
D JD) = (ale 
(2 eee ( tole See Aan le) 
or: 
D 
A —{{ 7\ = t uy 
Dias ae gy OC ( +5) +—T« (6) 
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Substituting this value in equation (2) we get: 


D 
dQ, A? - on (A ay t as A eo 
a ; 
dt ee D Ae D 
0) 6 
Integration gives: 
: A — 
2 D 
@Q7= a sta i ce 
Ca) fie 


Developing in series, one proves that this formula is equivalent to: 


which has the same shape as our experimental formula: 


Q, ey ee 


ain, Aa 
Pee bt 


Comparison of (9) and (10) gives: 


(10) 


D 
From this we can compute the values of A, co and 3 We must 


keep in mind that a and 7 must be expressed in y mols/cm? per hour. 
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Table III gives the results. 


TABLE III. 
| D C Acid cone | Acid 
| F —e 4 
Metal! Oil a. 104 B 7. 105 A 3 . 10 aS mol/ce tee mol/ec Vialee 
1.8 0.02 
Se | 4 | SS 1000277, Wes | O. Ode: 2,9 0.035 
Hi, 5 —0.05 
ORS 0.01 
Sn 1B} | WO | O>sO22 | iloar | O.Ose: Dell 0.038 
45) =5 
Ong 0.01 
Sn GMiPlersn 010321224 SOR0G4 22 0.026 
11508 —0.02 
Po A Gas) |O.O50) 25! | Osi@ 34 0.006 1.8 0.02 


For comparison the two last columns contain the acid values of the 
oils and the corresponding value of the concentration of acid in y mols 
per cc. 

The fact that the computed concentration of the agent that produces 
the corrosion is many times smaller than the concentration of the acid 
is in agreement with our experimental conclusion on page 210. 

In connection with this fact we can point out that our supposition 
of taking a constant value for the concentration of the corroding agent, 
is not contradictory to the facts. 

The values of co in oil A in the case of tin and lead (see table III) 
differ more than we expected. This will be caused by the inaccuracy 
of the determination of a. Therefore these experiments will be repeated 
and also extended to several other metals in different oils. 
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Mathematics. — Beitrdge zur Topologie der Deformationen'). IV. 
Aspharische Raume. Von W. Hourewicz. (Communicated by 
Prop Las |. BROUWER): 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Die Untersuchung des Zusammenhanges zwischen den topologischen 
und den algebraischen Eigenschaften einer Abbildung fiihrt auf eine neue 
wichtige Klasse von topologischen Raéumen, deren Theorie verschiedene 
bekannte Ergebnisse unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zusammen- 
fasst und zahlreicher Anwendungen fahig ist. 


1. Aspharische Raume und ihre Ueberlagerungsraume. Einen 
stetig zusammenhdngenden Raum Y'*) nennen wir asphdrisch, wenn alle 
Homotopiegruppen 7, (Y)’), von der zweiten angefangen., leer sind, oder, 
was dasselbe bedeutet *), wenn in Y jedes stetige Bild der m-Sphare 
(m=2,3,...) auf einen einzigen Punkt zusammenziehbar ist. 

Der Raum Y sei als lokal zusammenhdngend in allen Dimensionen 
(im Sinne von LEFSCHETZ *)) vorausgesetzt. Betrachten wir den univer- 
sellen Ueberlagerungsraum°*) Y* von Y. Zugleich mit Y ist auch Y* 
lokal zusammenhangend in allen Dimensionen”). Ferner ist die Fundamen- 
talgruppe 2, (Y*) leer, wahrend die Homotopiegruppen 7,, (Y*) fiir m=2 
mit den entsprechenden Gruppen 2,,(Y) isomorph sind). Im Falle 


1) Die ersten drei Mitteilungen (im Folgenden als DJ, DII und DIII zitiert) finden sich 
in diesen Proceedings 38, S. 112 und 521; 39, S. 117. 

la) Alle im folgenden auftretenden Raume werden als separabel und metrisierbar voraus- 
gesetzt. Ein Raum heisst stetig zusammenhéngend, wenn je zwei Punkte durch einen 
Bogen verbindbar sind. 

2) Nail; Dk Se 3bl6e. 

Vale DIeSatz Il und DI, 5.524, Fussnote: 122). 

4) Vg). DI, S. 117, Fussnote 4) Fir einen Raum R von endlicher Dimension n ist 


der lokale Zusammenhang in den Dimensionen 0, 1, 2,...., n gleichbedeutend mit der 
lokalen Zusammenziehbarkeit des Raumes im Borsuk'schen Sinne. Hieraus folgt, dass ein 
n-dimensionaler Raum, der in den Dimensionen 0, 1,2,....,n lokal zusammenhangend ist, 


auch fiir jedes m >>n lokal zusammenhangend in der m-ten Dimension ist. Vgl. KURATOWSKI, 
Fund. Math. 24, S. 286—287. 

5) Der universelle Ueberlagerungsraum wird folgendermassen definiert. Man betrachte 
die von einem festen Punkt von Y ausgehenden stetigen Wege und rechne zwei Wege 
zur selben Klasse, wenn sie denselben Endpunkt haben und ineinander unter Festhaltung 
des Anfangs- und Endpunktes stetig iiberfiihrbar sind. Die Wegeklassen werden als Punkte 
des Ueberlagerungsraumes Y* betrachtet die Umgebungen werden in naheliegender Weise 
definiert. Y* ist mit Y lokal homéomorph und einfach zusammenhangend. (Dabei wird Y 
als lokal zusammenhangend in den Dimensionen 0 und 1 vorausgesetzt). 

5a) Folgt aus der Jokalen Homéomorphie der Raume Y und Y*; vgl. die vorige Fussnote. 


5b) Vgl. DI, S. 114, Satz IV. 
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eines asphdrischen Y sind also sadmtliche Homotopiegruppen von Y* 
(die erste inbegriffen) leer, und dies ist, wie wir friiher gezeigt haben °), 
damit gleichbedeutend, dass sdmtliche Homologiegruppen Pm(Y") (m= 
1,2,...) leer sind. Wir haben das Ergebnis: 

Damit Y asphdrisch sei, ist notwendig und hinreichend, dass Y* azy- 
klisch sei in allen Dimensionen. 

Folgerungen: Hat Y eine endliche Dimension n, so reicht bereits das 
Verschwinden der n—1 Gruppen 2,(Y),73(Y),...,2%,(Y) aus, damit Y 
aspharisch sei; zugleich mit Y ist ndmlich auch Y* n-dimensional), also 
sicher azyklisch in den Dimensionen >n, und wegen des Verschwindens 
der Gruppen (1, (¥>) jan"), <.j 94) ) ist Y* azyklischsauchsingden 
Dimensionen 1, 2,...,n. °) 

Insbesondere ist jeder eindimensionale, zusammenhangende, lokal zu- 
sammenziehbare Raum, asphdarisch. 

Weitere Beispiele aspharischer Raume: Jede Flache (offene oder 
geschlossene, orientierbare oder nicht) mit Ausnahme der topologischen 
Typen der Sphdre und der projektiven Ebene. Von den genannten 
Ausnahmefallen abgesehen, haben ndmlich alle Flachen die volle Ebene 
(also einen in allen Dimensionen azyklischen Raum) zum _ universellen 
Ueberlagerungsraum. Ebenso sieht man, dass jede Raumform der hdher- 
dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Geometrie asphdarisch ist. 

Man zeigt leicht, dass das Cartesische Produkt von endlich vielen 
aspharischen Raéumen selbst aspharisch ist.. Insbesondere ist der n-dimen- 
sionale Torus T, als Produkt van n Kreisen aspharisch (dies folgt tibrigens 
auch daraus, dass der universelle Ueberlagerungsraum des T,, der Eukli- 
dische R,, ist). 

Einen aspharischen Raum nennen wir regular asphdrisch, falls er lokal 
zusammenhangend in allen Dimensionen ist. Im folgenden werden haupt- 
sdchlich regular aspharische Ra&ume betrachtet (dazu gehdéren auch die 
soeben angefiihrten Beispiele). 

Bemerken wir, dass die Fundamentalgruppe eines endlichdimensionalen 
regularaspharischen Raumes kein Element endlicher Ordnung enthalten 
kann (mit Ausnahme des neutralen Elements), denn zu einem derartigen 
Element wiirde eine topologische fixpunktfreie periodische Transfor- 
mation des Ueberlagerungsraumes auf sich (sogen. Decktransformation) ge- 
horen, dies steht aber im Widerspruch zu einem neuerdings von P. A. SMITH A 
bewiesenen Satz iiber periodische Transformationen, aus dem gefolgert 
werden kann, dass ein endlichdimensionaler Raum, dessen simtliche Ho- 
motopiegruppen verschwinden, keine fixpunktfreie Selbstabbildungen von 
endlicher Periode zulasst. Die Fundamentalgruppe eines regular aspha- 
tischen endlichdimensionalen Raumes Y ist also, falls nicht leer, immer 
unendlich, und daraus folgt weiter, dass der Ueberlagerungsraum Y%, 
vom uninteressanten Fall Y*— Y abgesehen, nie kompakt ist. 


6) Nach DII, S. 522, Satz. Il, vg]. auch D III, Fussnote 4), 
7) Ann. of Math. 35, 3; S. 572. 
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2. Abbildungen der n-dimensionalen Kontinua in aspharische 
Raume. Die Bedeutung der aspharischen Raume beruht auf Abbildungs- 
sdtzen, aus denen hervorgeht, dass die topologischen Eigenschaften eines 
aspharischen Raumes im hohen Grade durch seine Fundamentalgruppe 
bestimmt sind. 

Betrachten wir zunachst zwei beliebige stetig zusammenhangende Raume 
X und Y. Sei f eine stetige Abbildung von X in Y. Zeichnet man in 
X einen festen Punkt x) aus und ordnet man den geschlossenen Wegen 
durch x) ihre Bildwege in Y zu, so entsteht ein Homomorphismus der 
Fundamentalgruppe 2,(X) in die Gruppe 2, (Y) 7). Dieser Homomor- 
phismus ist durch die Abbildung f nicht eindeutig, sondern nur bis auf 
innere Automorphismen von x, (Y) bestimmt”). Der Abbildung fist also 
eine ganze Homomorphismenklasse zugeordnet (darunter versteht man ’) 
die Gesamtheit der Homomorphismen, die aus einem gegebenem durch 
Anwendung der inneren Automorphismen von 2, (Y) hervorgehen). Wird 
f stetig deformiert, so bleibt die zugehérige Homomorphismenklasse unver- 
andert, sie ist also fiir alle Abbildungen derselben Klasse die gleiche. 
In manchen Fallen gilt die umgekehrte Behauptung, dass die Klasse 
einer Abbildung durch die zugehérige Homomorphismenklasse bestimmt 
ist. In solchen Fallen fiihrt sich das Problem der Aufzaéhlung der Abbil- 
dungsklassen auf ein gruppentheoretisches Problem zuriick. Nach BROUWER’) 
gilt dies beispielweise, wenn X und Y Flachen vom endlichen Zusam- 
menhang sind, wobei Y weder mit der Sphdre noch mit der projektiven 
Ebene topologisch Aquivalent ist. Wir werden sehen, dass ein analoger 
Sachverhalt unter viel allgemeineren Voraussetzungen zutrifft. 

Zuerst beweisen wir den Abbildungssatz fiir Polyeder: 

Sei X ein (endliches) Polyeder und Y ein stetig zusammenhdngender 
aspharischer Raum. Zu jeder Homomorphismenklasse von 7, (X) in 
a, (Y) gehért eine und nur eine Abbildungsklasse von X in Y. 

Wir beweisen erstens: Zwei stetige Abbildungen f und g von X in Y, 
welche dieselbe Homomorphismenklasse von 2, (X) in 7, (Y) bestimmen, 
sind einander homotop. Den Beweis fiihren wir durch Induktion nach 
der Dimension von X. Falls X eindimensional ist (ein Streckenkomplex) 
gilt die Behauptung unabhangig von der Voraussetzung, dass Y aspha- 
risch ist. Der Beweis ist héchst einfach (etwa durch Induktion nach der 
Streckenanzahl von X). Sei jetzt X n-dimensional (n = 2), und die 
Behauptung fiir (n—1)-dimensionale Polyeder sei bereits bewiesen. Bezeich- 
nen wir mit X,_1 das (n—1)-dimensionale Geriist von X (das Polyeder, 
gebildet von den hochstens (n—1)-dimensionalen Simplizes von X). Nach 
der Induktionsannahme sind die partiellen Abbildungen f| X,-1 und g | X,-1 
einander homotop; daraus folgt nach einem friiher bewiesenen Satz, §*) dass 


7a) Fir das folgende vgl. Hopr, Crellscher Journal 165, S. 226. 

8) Vgl. BROUWER, Math. Ann. 82, S. 286 (,,vierter Hauptfall”’) und die eben zitierte 
Arbeit von HOPF. 

8a) Vgl. DII, Hilfssatz auf S. 525. 
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f einer Abbildung f’ homotop ist, so dass die partiellen Abbildungen 
f’ | X,-1 und g|X,-1 iibereinstimmen. Sei U ein n-dimensionales Simplex 
von xX. Auf dem Rand von U fallen die Abbildungen f’ und g zusam- 
men. Aus dem Verschwinden der Gruppe 2, (Y) (d.h. aus der Zusam- 
menziehbarkeit der stetigen Bilder der n-Sphdre) ergibt sich, dass man 
die partielle Abbildung f’ | U stetig in die Abbildung g/|U deformieren 
kann, ohne dabei das Bild des Randes von U zu andern. Tut man dies 
in jedem n-dimensionalen Simplex von X, so wird f’ und somit f stetig 
in g tibergefiihrt. 

Wir beweisen zweitens, dass jeder Homomorphismus von 2,(X) in 
a,(Y) durch eine stetige Abbildung f realisiert werden kann. Fiir den 
Fall dim X=1 gilt dies unabhangig von der Voraussetzung, dass Y 
aspharisch ist (der Beweis ist ganz einfach). Dasselbe gilt noch im Fall 
eines zweidimensionalen X. Ein Homomorphismus von 2, (X) in 2, (Y) 
induziert namlich einen Homomorphismus von a, (X,) in 2,(Y) (wo X; 
das eindimensionale Geriist von X bedeutet). Ist-@ eine dem letzteren 
Homomorphismus entsprechende Abbildung von X, in Y, so lasst sich 
p ins Innere der Simplizes van X fortsetzen, denn die Simplizesrander 
werden durch y~ nullhomotop abgebildet. Die Giiltigkeit der Behauptung 
fiir n-dimensionales X (n= 3) ergibt sich aus der Bemerkung, dass eine 
stetige Abbildung von X,_; in Y sich immer auf das ganze Polyeder 
X erweitern lasst (dies ist eine fast unmittelbare Folgerung ausdem Ver- 
schwinden der Gruppe 2,—1 (Y)) 8%). 


Um den Abbildungssatz auf Falle auszudehnen, wo X kein Polyeder 
ist, ist es zweckmassig die iibliche Definition der Fundamentalgruppe durch 
eine etwas andere zu ersetzen. Sei X ein kompakter zusammenhangender 
metrischer Raum. Wir betrachten geschlossene Wege in X mit einem 
festen Anfangspunkt und nennen zwei solche Wege W und W’ e-homo- 
top°), falls es eine endliche Folge von Wegen W, W,, W,,..., W,=W’ 
mit demselben Anfangspunkt gibt, so dass je zwei aufeinanderfolgende Wege 
W:, Wi+1 «benachbart sind (die den gleichen Parameterwerten zuge- 
ordneten Punkte haben eine Entfernung <«). Zwei Wege, die fiir jedes 
noch so kleine positive « «-homotop sind, bezeichnen wir als dqui- 
valent (homotope Wege sind immer dquivalent, aber nicht umgekehrt), 
und als Elemente der Fundamentalgruppe erklaren wir die Klassen aquiva- 
lenter Wege (die iibliche Definition benutzt die Klassen homotoper d. h. 
stetig ineinander deformierbarer Wege). Die Gruppenoperation wird in 
iiblicher Weise erklart. Diese Definition) hat gegeniiber der friiheren 


8+) Bemerken wir, dass durch den bewiesenen Satz die aspharischen Raume charakterisiert 


sind, denn in der Behauptung des Satzes ist inbegriffen dass jede Abbildung eines einfach 
zusammenhangenden Polyeders, also insbesondere der m-Sphare (m==2) in den Raum 
nullhomotop ist. 

°) Vgl. HUREWICZ, Fund. Math 25, S. 473 und 477. 


9a) Die Ausdehnung auf nicht kompakte Raume bietet keine Schwierigkeit. Man verfahrt 
analog wie in DII, Fussnote }), 


INS) 


den Vorteil, dass man jetzt die Fundamentalgruppe als eine topologische 
Gruppe auffassen kann: man bezeichne namlich zwei Elemente der Fun- 
damentalgruppe als e-benachbart, falls sie durch «-homotope Wege dar- 
gestellt werden '°). Ist X lokal zusammenhdngend in den Dimensionen 
O und 1, so fallt der Unterschied zwischen den beiden Definitionen der 
Fundamentalgruppe fort. 

mz,(X) wird von nun an im Sinne der neuen Definition verstanden. 
Y bedeutet im folgenden einen in allen Dimensionen lokal zusammen- 
hangenden Raum, und dementsprechend ist 2,(Y) (auch wenn Y nicht 
kompakt ist) im alten Sinne zu deuten und als diskrete Gruppe zu 
betrachten. Jetzt hat es einen Sinn von stetigen Homomorphismen der 
topologischen Gruppe 2,(X) in die Gruppe 2,(Y) zu sprechen (dies 
bedeutet, dass alle der Eins hinreichend benachbarten Elemente von 
a, (X) auf die Eins von 2, (Y) abgebildet werden). Insbesondere sind die 
mit stetigen Abbildungen von Xin Y verkniipften Homomorphismen 
durchweg stetig. 

Unter einem Peanoschen Kontinuum verstehen wir, wie iiblich, einen 
kompakten zusammenhangenden und in der Dimension 0 lokal zusammen- 
hangenden Raum. Wir formulieren nun den 

Hauptsatz uber regular aspharische Raume: 

Sei X ein endlich-dimensionales Peanosches Kontinuum, Y ein regular 
aspharischer Raum. Zu jeder Klasse von stetigen Homomorphismen 
der Gruppe 2,(X) in die Gruppe ,(Y) gehdrt eine und nur eine 
Abbildungsklasse von X. 

Bemerkung. Hat Y eine endliche Dimension, so gilt der Hauptsatz 
auch im Falle eines unendlichdimensionalen X. 

Was den Beweis des Hauptsatzes betrifft, wollen wir uns mit der An- 
deutung begniigen, dass die Behauptung mit Hilfe des ALEXANDROFFschen 
Ueberfiihrungssatzes auf den oben behandelten Fall des polyedralen X 
zuriickgefiihrt wird. Man verfahrt dabei ganz 4hnlich, wie bei dem 
Beweise des Abbildungssatzes der vorigen Mitteilung '’). (Um beispiel- 
weise zu zeigen, dass zwei Abbildungen, f und g, die dieselbe Homo- 
morphismenklasse bewirken, derselben Klasse angehéren, definiert man 
genau wie a.a.O. die Polyeder P, und die Abbildungen f, und gy, von 
P, in Y und man beweist, dass f, und g, bei hinreichend grossem » 
dieselbe Homomorphismenklasse von 2(P,) in 7 (Y) bewirken.) 13) 


10) Kine andere Definition der Fundamentalgruppe findet sich bei VIETORIS, Math. Ann. 
97, S. 459. Im Falle eines in der Dimension 0 lokal zusammenhangenden kompakten 
Raumes ist die WIETORIS’sche Fundamentalgruppe die vollstandige Hiille der im Text 
definierten Gruppe. 

12) Vgl. DIU, § 4. 

13) Bezeichnet man einen Raum Y als aspharisch bis zur Dimension n, falls die Homo- 
topiegruppen 2,(Y) fir 2==i==n verschwinden, so behalten die bewiesenen ASHES 
satze ihre Giiltigkeit, wenn man X als hdéchstens n-dimensional und Y als aspharisch 


bis zur Dimension n voraussetzt. 
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3. Erweiterungssatze. Seien X und X’ Peanosche Kontinua, und sei xX’ C X. 
Die identische Abbildung X'’— X bewirkt einen Homomorphismus 2 (X’)—> a (X), den 
wir mit hg bezeichnen wollen. Sei jetzt Y ein regular aspharischer Raum, und wenigstens 
einer der Raume X und Y habe eine endliche Dimension. Sei feine stetige Abbildung von 
X’ in Y. Einen der durch diese Abbildung verursachten Homomorphismen 2, (X’) > 7 (Y) 
bezeichnen wir mit h. Es gilt nun der folgende Satz, den man mit Hilfe des Hauptsatzes 


leicht beweisen kann: 


Damit f sich za einer Abbildung F « Y~ erweitern lasse, ist notwendig und hinreichend, 
dass es einen stetigen Homomorphismus H von 2;(X) in 21 (Y) gebe, so dass der zu- 
sammengesetzte Homomorphismus hj.H mit h tibereinstimmt. 

Besonders interessant ist der Fall, wo X' = Y und f die identische Abbildung ist. In 
diesem Fall liefert der Satz eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein 
endlich-dimensionaler regular aspharischer Raum Y eine Retrakte 14) sei in einem Peano- 
schen Kontinuum X. Um den betreffenden Sachverhalt bequem zu formulieren, bezeichnen 
wir eine Untergruppe G' einer topologischen Gruppe G als Retrakte in G, falls es einen 
stetigen Homomorphismus von G auf G’ gibt, bei dem jedes Element von G’ auf sich 
selbst abgebildet wird. Dann kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: Damit ein 
endlich-dimensionaler regular aspharischer Raum Y eine Retrakte sei in einem ihn ent- 
haltenden Peanoschen Kontinuum X, ist notwendig und hinreichend, das 1) jeder in Y 
verlaufende geschlossene Weg, der in X nullhomotop ist, bereits in Y nullhomotop sei 
und dass 2) die Gruppe 11(Y), die man wegen 1) als eine Untergruppe von x (X) be- 
trachten kann, eine Retrakte sei in xj (X). 


4. Aspharische Raume mit Abelschen Fundamentalgruppen. 
Fiigen wir zu den Voraussetzungen des Hauptsatzes die Annahme hinzu, 
dass die Fundamentalgruppe 7, (Y) kommutativ ist. Dann ist 2, (Y) mit 
der Homologiegruppe /,(Y) isomorph 1’). Je zwei geschlossene Wege in 
Y, die als eindimensionale Vollzykeln aufgefasst einander homolog sind, 
sind auch homotop. Eine Abbildung f ¢ Y* bewirkt neben dem 
Homomorphismus =, (X°) > , (Y) einen Homomorphismus P(X) > 6, (Y); 
es ist leicht zu sehen, dass im jetzt betrachteten Fall der erste dieser 
Homomorphismen durch den zweiten bestimmt ist (denn homologe Wege 
in X werden auch homologe also auf homotope Wege in Y abgebil- 
det). Aus dem Hauptsatz gewinnen wir daher den folgenden Satz: 

Sei X ein endlichdimensionales Peanosches Kontinuum, Y ein regular 
asphdrischer Raum mit Abelscher Fundamentalgruppe. Zu jedem stetigen 
Homomorphismus der Gruppe p;(X) in die Gruppe {,(Y) gehért eine 
und nur eine Abbildungsklasse von X in Y. 

Verwendet man statt der Gruppen £, (X), f, (Y) die Gruppen ; (X, 2), 
By (Y, 4) (die Homologiegruppen modulo 1), so kann man auf die Vor- 
aussetzung, X sei ein Peanosches Kontinuum verzichten. Der Satz ist 
dann fiir beliebige endlichdimensionale kompakte Raume X giiltig 
(wegen des Beweises sei auf die Andeutung am Schlusse der Nummer 2 


'f) Fin Raum A heisst nach BORSUK eine Retrakte in einem Oberraum B, wenn es 


eine stetige Abbildung von B auf A gibt, bei der alle Punkte von A Fixpunkte sind. 
15) Es gilt allgemein fir jeden zusammenhangenden, in den Dimensionen 0 und 1 lokal- 


zusammenhangenden Raum Y: Die Gruppe 61 (Y) ist die Faktorgruppe von 21 (Y) nach 
der Kommutatorgruppe. 
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verwiesen) und besagt u.a., dass die Klassen der Abbildungen von X 
in Y durch ihre Homologietypen charakterisiert sind. 

Nimmt man insbesondere fiir Y die Kreislinie (die 1-Sphare) S;, so 
erhalt man das folgende Ergebnis: Fiir jeden kompakten Raum X '*) 
sind die Abbildungsklassen von X in S, ein-eindeutig den Charakteren 
der Gruppe f; (X,‘) zugeordnet '°). Wir sehen, dass dieses Ergebnis 
derselben Quelle entspringt, wie der oben zitierte BROUWERsche Satz 
iiber Flachenabbildungen. Fiir m=2 kann es bekanntlich vorkommen, 
dass zwei Abbildungen eines kompakten Raumes in die m-Sphare S,, 
denselben Homologietypus haben und trotzdem verschiedenen Klassen 
angehoren !’). Der Grund fiir die Ausnahmestellung der S, liegt darin, 
dass der universelle Ueberlagerungsraum der S, (die unendliche Gerade) 
azyklisch ist. 


5. Homotopietypen aspharischer Raume. Die Raume X und Y 
seien kompakt, endlichdimensional und regular aspharisch. Ferner seien 
die Gruppen x, (X) und 2, (Y) isomorph. Betrachten wir einen bestimmten 
Isomorphismus von 2,(X) auf 7, (Y) und den inversen Isomorphismus 
von 2,(Y) auf 2, (X). Nach dem Hauptsatz des 2 lassen sich diese Iso- 
morphismen durch Abbildungen fe Y*,peX” realisieren. Die durch 
Superposition entstehenden Abbildungen f.p und ¢.f bewirken die 
identischen Automorphismen von 7, (X), bzw. 7, (Y), gehoren also nach 
dem Hauptsatz zu der Klasse der Identitaét. Damit ist gezeigt: 

Je zwei endlichdimensionale regular asphdarische Kontinua '’*), deren 
Fundamentalgruppen isomorph sind, haben denselben Homotopietypus Me 

Zwei kompakte Raume vom iibereinstimmenden Homotopietypus haben 
isomorphe Homologiegruppen '*). Aus dem eben ausgesprochenen Satz 
folgt daher: 

Samtliche Homologiegruppen eines endlichdimensionalen regular aspha- 
rischen Kontinuums sind durch seine Fundamentalgruppe bestimmt. 

Es gilt sogar die scharfere Behauptung: Sind X und Y regular aspha- 
rische endlich-dimensionale Raume, und ist mindestens einer von ihnen 
kompakt, so sind fiir jedes m= 1, 2,3,... die Gruppen fn(X) und 6, (Y) 
isomorph !**). 


156) X darf hier unendlich-dimensional sein (vgl. die Bemerkung zum Hauptsatz der 
vorigen Nummer). 

16) Im wesentlichen steht dieser Satz bei BRUSCHLINSKI, Math. Ann. 109, S. 525. Fir 
Abbildungen der Polyeder in die Kreislinie, vgl. H. Hopr, Math. Ann. 104, S; O87 

17) Dies wurde von H. HOPF (vgl. die eben zitierte Arbeit) durch sein bekanntes Beispiel 
einer wesentlichen Abbildung der S3 auf die S2 gezeigt. Vogl. auch DI, S. 117. 

Die Charakterisierbarkeit der Abbildungsklassen durch Homologietypen gilt wohl fiir die 
Abbildungen der m-dimensionalen kompakten Raume in die Snr (vgi., Dall, Ss. 124). 

17a) Kontinuum wird immer gemeint im Sinne: Zusammenhangend und kompakt. 

18) Vgl. DI, S. 125. 

18a) Wegen der Definition der Homologiegruppen in nicht kompakten Raumen vgl. D I, 


S; DAM. 
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Wir konnen jetzt ohne weiteres die Homotopietypen aller regular 
aspharischen endlichdimensionalen Kontinua Y mit Abelschen Funda- 
mentalgruppen aufzahlen. Nach der Bemerkung am Schluss des § 1 
enthalt namlich die Gruppe 7, (Y) kein Element endlicher Ordnung (vom 
Einselement abgesehen), ist also direktes Produkt von n zyklischen freien 
Gruppen, wo n die erste Bettische Zahl 18) von Y bedeutet. Dann hat 
aber Y den Homotopietypus des n-dimensionalen Torus T,. Es verschwin- 
den demnach sadmtliche Torsionsgruppen von Y. Fiir die Bettischen 
Zahlen p:(Y) erhalt man : 


p(¥)= p(T) =( 7 ) (= ly 2a): PY )=0 (gain) 


i! 


Diese Formeln gelten auch, wenn Y nicht kompakt ist. Insbesondere 
hat man p,(Y)=1, und folglich dim Y=n. In Worten: Die erste 
Bettische Zahl eines regulér aspharischen Raumes mit Abelscher Funda- 
mentalgruppe ist héchstens so gross wie seine Dimension. 

Daraus folgt weiter, dass die Fundamentalgruppe eines n-dimensionalen 
regular asphdrischen Raumes keine Abelsche Untergruppe mit mehr als 
n freien Erzeugenden enthalten kann, denn jede Untergruppe der 
Fundamentalgruppe ist selbst Fundamentalgruppe (also, falls sie Abelsch 
ist, erste Homologiegruppe) eines regular aspharischen n-dimensionalen 
Raumes (des zur Untergruppe gehérigen Ueberlagerungsraumes). 


6. Anwendungen auf diskrete Transformationsgruppen. Unter 
I’, verstehen wir eine Gruppe von topologischen Transformationen des 
n-dimensionalen Koordinatenraumes R, auf sich selbst mit den folgenden 
Eigenschaften: a) Fiir jede beschrankte abgeschlossene Menge MC R,, ist 
dies Menges = 7 (Mj eawo walles lanetormationca von I}, durch- 
lauft, abgeschlossen; b) zu jedem Punkt gibt es eine Umgebung U, die 
mit keinem Bild t(U) (wo re I, von der Identitit verschieden) gemein- 
same Punkte hat !%). 

Durch Identifizierung der in bezug auf I, 4quivalenter Punkte entsteht 
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sie hat die Gruppe I), zur Fun- 
damentalgruppe und ist asphdrisch, denn ihr universeller Ueberlagerungs- 
raum ist der volle R,. 


Die im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze liefern allerlei Aussagen 


18>) Unter der n-ten Bettischen Zahl P, (Y) eines beliebigen Raumes Y verstehen wir 
die Maximalanzahl der linear unabhangigen Elemente in der n-ten Homologiegruppe von 
Y in bezug auf den rationalen Koeffizientenbereich, Falls Y lokal zusammenhangend ist 
in den Dimensionen 0, 1,...., n, ist Pp, (Y) endlich und stimmt mit der Anzahl der freien 
Erzeugenden der Gruppe 8, (Y) (der Homologiegruppe in bezug auf den ganzzahligen 
Koeffizientenbereich) iiberein, 


19) Jede Gruppe von fixpunktfreien Euklidischen oder nicht Euklidischen Bewegungen ist 
eine Gruppe r,. 
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iiber die Gruppen I). So kann beispielweise eine Gruppe I.,, falls sie 
Abelsch ist, héchstens n freie Erzeugende besitzen (diese Schranke wird 
auch wirklich erreicht: die Gittergruppe!). Weiter gilt: Eine Gruppe 7, mit 
einem beschranktem Diskontinuitatsbereiche ist keiner Gruppe I’, fiir m<n 
isomorph; sonst hatten namlich die zugehdrigen Mannigfaltigkeiten 
isomorphe Homologiegruppen, was unmdglich ist, da die durch I’, 
definierte Mannigfaltigkeit geschlossen ist (infolge der Endlichkeit des 
Diskontinuitatsbereiches), also hat ihre n-te Bettische Zahl den Wert 1 
(wahrend die n-te Bettische Zahl einer m-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit fiir m<n natiirlich den Wert 0 hat). 


7. Anwendungen auf topologische Gruppen. Sei G eine topo- 
logische zusammenhangende separable Gruppe. Wir setzen voraus, dass 
G lokal zusammenhangend in der Dimension 0 ist (benachbarte Elemente 
lassen sich durch kleine Bégen verbinden). Fiir die Bettischen Zahlen 
pi(i=1,2,...) von G gelten dann die folgenden Ungleichungen: 


() p=(*'] 1 


1 


insbesondre ist also pp, > 0, woraus hervorgeht: 
(2) (oy ees), 


Die letzte Ungleichung wurde von SMITH 7°) (allerdings unter viel speziel- 
leren Voraussetzungen) bewiesen. 

Der Beweis der Formeln (’) ist besonders einfach in dem Fall, wo G 
kompakt ist und alle hinreichend kleinen geschlossenen Wege zusammen- 
sziehbar sind. Die Gruppe f; (G) hat dann nur endlich-viele Erzeugende. 
Seien c,,C>,...Cp die freien Erzeugenden (die Basiselemente der redu- 
zierten Homologiegruppe). Man kann die ¢; durch geschlossene Wege 
mit dem neutralen Element als Anfangspunkt darstellen. *'). Die Funktionen 


fi (t) (z= p= 1) fea ae ep 


19a) Die Fundamentalgruppe 2 (G) eines Gruppenraumes G ist bekanntlich immer Abelsch 
(dies sieht man am einfachsten so: Seien fj (¢), fo (¢) (Oss ss 1) Parameterdarstel- 
lungen geschlossener Wege mit dem neutralen Element als Anfangspunkt. Die diesen 
Wegen entsprechende Elemente der Fundamentalgruppe seien cj und c. Die Funktion 
Ff (t, t2) = fi (4) < f (4) OS 4=10=2=> 1) vermittelt eine stetige Abbildung des 
Torus T> in G, bei der die Gruppe a,(T>) homomorph auf die (ganze) Gruppe 
(c}, c7) abgebildet wird, und da die Gruppe 21 (72) Abelsch ist, muss dasselbe von der 
Gruppe (cj, ca) und somit von der Gruppe 2; (G) gelten). Falls G lokal zusammen- 
hangend in den Dimensionen 0 und 1 ist, stimmt die Gruppe 2 (Y) mit der Gruppe 
@, (Y) tiberein. 

20) Ann. of Math. 36, S. 210. 

21) Dies folgt aus dem lokalen Zusammenhang in der Dimension 0. 


a24 


seien die Parameterdarstellungen dieser Wege. Die Funktion 


BF (iy tones oy) == ei eee ee) 


O=4=1, 026=>1,...,024,21) 


liefert eine stetige Abbildung des p,-dimensionalen Torus T,, in G, bei 
der die Gruppe /; (T;,) isomorph auf die Gruppe /, (G) abgebildet wird. 
Sei h dieser Isomorphismus. T,, ist ein aspharischer Raum (mit Abelscher 
Fundamentalgruppe), also gibt es nach § 4 eine stetige Abbildung 9 von 
G in T,,, die den zu h inversen Isomorphismus realisiert. Durch Zusam- 
mensetzung von F und ® erhalt man eine Abbildung Y von 7 vinasich 
selbst, die den identischen Automorphismus der Gruppe /, (T,,) bewirkt, 
also nach § 4 der Klasse der Identitat angehért und daher auch fiir il 
identische Abbildungen der Homologiegruppen f; (T,,) bewirkt. Dann muss 
aber offenbar der durch F verursachte Homomorphismus von ;(T,,) 
in f;(G) ein Isomorphismus sein, 22) woraus sich die Ungleichungen (’) 
ohne weiteres ergeben. 

Das Ergebnis dieser Nummer gestattet verschiedene Verallgemeine- 
rungen. Die Ungleichungen (’) gelten unter bestimmten Voraussetzungen 


auch fiir die Bettischen Zahlen der Nebengruppenraume = (vgl. DI 


G 
ig 
lokal zusammenhangend in allen Dimensionen ist. Hieraus folgt?*) die 
Giiltigkeit der Ungleichungen (') fiir jeden metrisch-homogenen, lokal 


zusammenziehbaren, lokal kompakten Raum, insbesondere also fiir jede 
metrisch homogene Mannigfaltigkeit. 


S. 115). Dies gilt z.B. wenn die Untergruppe H kompakt und der Raum 


2) Wide F ein von der Null verschiedenes Element c von gi (G) auf die Null abbilden, 


SO ware erst recht w (c) = ® (F(c)) = 0, wahrend, wie eben gezeigt, ¥ (c) = c gelten muss. 
22a) Aus den Resultaten von D, DANTZIG und B. L. VAN DER WAERDEN (Hamburger 
math. Abh. 6, S. 367) folgt namlich leicht (vgl. insb. S. 374), dass jeder metrisch-homogene 


G 
lokal kompakte Raum in der Form H mit kompaktem H darstellbar ist. 


Mathematics, — Metrisches zur Theorie der Diophantischen Approxima- 
tionen. Von J. F. KoksmMA. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER 
CORPUT). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


§ 1. Einleitung. 
1. Nach der bekannten WeEyLschen Definition heiszt die Folge reeller 
Zahlen 
f(l), F(2),... 


(oder aueh die Funktion f(x) (x=1,2,..:)) gleichverteilt (mod. 1), 


wenn fiir jedes feste y mit 0 S y < 1 die Anzahl N, der ganzen x mit 


oo UN ganz) und 


0=f(x)—lFe)1<y 
der Beziehung 


a —>y fiir N— oo 
geniigt1). 
Dabei bedeutet [u] fiir reelles u die grészte ganze Zahl < u; die Zahl 


a— |a), 


fiir die man auch (u) schreibt, heiszt der Rest (mod. 1) von u. 

In einer friiheren Arbeit2) habe ich eine Klasse reeller Funktionen 
f(x, 6) der ganzzahligen Veranderlichen x 2 1 und der in einem Intervall 
a<0<f liegenden Veranderlichen @ angegeben mit der Eigenschaft, dasz 
f(x,0) (x= 1,2,...) fiir fast alle 6 aus dem betrachteten Intervall gleich- 
verteilt (mod. 1) ist (d.h., dasz die 6 in diesem Intervall fiir dies} (aan0)) 
(x—=1,2,...) nicht gleichverteilt (mod, 1) ist, eine Menge vom BOorREL- 
LEBESGUEschen Masz Null bilden). 

Aus dem Hauptsatz jener Arbeit folgen als Spezialfalle u.a. der 
Weytsche Satz, dasz die Folge 


OMCs, ONO 


1) H. WEYL. Ueber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. Math. Moai, 70/, 


ne Sse) (GM) 
2) J, F. KoKsMA, Ein mengentheoretischer Satz iiber die Gleichverteilung modulo Eins. 


Compositio Math. 2, 250—258 (1935). 
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fiir jede gegebene Folge ungleicher ganzer Zahlen 
ZIG. a OA. 


fiir fast alle reellen 6 gleichverteilt (mod. 1) ist 3), und der Satz, dasz die 


Folge 
Ope CEFR eed: 


fiir fast alle 621 gleichverteilt (mod. 1) ist. 

Obwohl diese Satze (wie alle metrischen Satze dieser Art) den wesent- 
lichen Nachteil besitzen, dasz sie kein Mittel geben mit dem man auch 
nur fiir eine einzige Zahl 6 des betreffenden Intervalles entscheiden kann, 
ob sie zu der Ausnahmemenge gehort oder nicht, beanspruchen sie doch ein 
gewisses Interesse wegen des Umstandes, dasz unsere Kenntnisse der 
asymptotischen Verteilung (mod. 1) reeller Zahlenfolgen sich noch stets 
auf nur wenige Klassen solcher Folgen beschrankt 4). 


2. In dieser Note wird das verwandte Problem untersucht, fiir fast alle 
@ des Intervalles aS@<f die Ordnung der Annadherung von Resten 
(mod. 1) (f(x,@)) (x=1,2,...) an beliebige vorgegebene Zahlen y des 
Einheitsintervalles in Bezug auf x abzuschatzen. Nach einigen vorbereiten- 
den Hilfssatzen in § 2, zeige ich in § 3 folgenden 

Satz 1, Voraussetzungen. Sei [(x, 6) eine reelle Funktion, die fiir jede 
natiirliche Zahl x 21 und jede reelle Zahl 6 eines gegebenen Intervalles 
aS0S 6 definiert ist; dabei mégen a und f zwei von x unabhangige reelle 
Zahlen mit a< fp bedeuten. Sei ferner f(x, 6) fiir x—1,2,... stetig in 
Bezug auf 6 und 


D(x1,.X3, 2) fe 0) =f (a 0) (1) 


fiir jedes von 6 unabhangiges Paar natiirlicher Zahlen x; Xq eine im 
Intervall a <6 < B nach 0 stetig differenzierbare Funktion, deren Ableitung 
P, ina<6<8 monoton™) und bestandig + 0 ist. Schlieszlich sei put N 22: 


AP as 1 i 

Di as 2s Max ; s ; S 2 

K{ = 2» egal ( i, (21, x2, a) | ” | uD (x1, x2, B) } (2) 

Behauptung. Zu jedem von 6 ina<6< B unabhangigen Zahlpaar 

N, H (N 22 ganz, H > 0) gibt es eine ina<6< B liegende Menge 
M=IM (N, H) vom Masze 


( (B—a) N 


2) Rar VWEMCeLcen1)R 


4) Siehe: J. F. KoKsma. Diophantische Approximationen, (Ergebnisse d. Math. 
Bd. IV, 4) Berlin 1936, Kap. VIII. 


*) Monotonie im schwachen Sinne geniigt. 


mIN<100)4(p—a) H+ H—N-"\Bylog Min( Hee iar Ni") 


Zot 


folgender Beschaffenheit: Fiir jedes 6 aus a<6<, aber ausserhalb der 
Menge SM hat das Ungleichungssystem 


a nO) = uy Gea x= Nae ae as (4) 
bei jeder Wahl der von x unabhangigen reellen Zahlen y’ und y" mit 
ee DIN le, eg eee 4 es (5) 


wenigstens ein ganzzahliges Losungspaar x, y. 
Wie ich in § 4 zeigen werde, ist in diesem Satz enthalten, der folgende 
Satz 2. Gelten die Voraussetzungen des Satzes 1, hat die Zahl 


B B 
Dy = 473; log GaSe (Nie==2 oe) 


eine von N unabhangige obere Schranke, und bedeutet w(x) eine beliebig 
langsam mit wachsendem x nach Unendlich strebende positive Funktion 
der natiirlichen Zahl x, so hat fir fast alle 6 aus a<0<f, sowohl das 
Ungleichungssystem 


see tis, Os ee es 


Res 0 
vx 


als auch das Ungleichungssystem 


y— ES cp a—u<r. 2 


fiir jede Wahl der von x unabhangigen reellen Zahl y unendlich viele ganz- 
zahligen Losungspaare x, y. 


3. Bevor wir zu den Beweisen dieser Satze iibergehen, médgen einige 
Anwendungen und Bemerkungen Platz finden. 

Als unmittelbare Folge von Satz 2 zeige ich zunachst: 

Satz 3. Ist die reelle Funktion f(x, 6) fiir jede natiirliche Zahl x 21 
und jede reelle Zahl 9 aus a<O0< 8 (a und f von x unabhangig, a< B) 
definiert und stetig differenzierbar in bezug auf 6, ist P(X, 0) — P(x, 4) 
fiir jedes Paar von 6 unabhangiger natiirlicher Zahlen X —~ x eine mono- 
tone Funktion von 6 in a <6 < f, die in diesem Intervall einen Absolutwert 
>K besitzt, wo K eine geeignet gewahlte von X, x und 6 unabhangige 
positive Zahl bedeutet, und bezeichnet w(x) eine beliebig langsam mit x 
gegen Unendlich strebende positive Funktion der natiirlichen Zahl x, so 
hat fiir fast alle 6 aus aS 0S, sowohl das Ungleichungssystem (6) als 
auch das Ungleichungssystem (7) fiir jede Wahl der von x unabhangigen 
reellen Zahl y unendlich viele ganzzahligen Losungspaate x, y. 

Beweis. Offenbar sind die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt. Ich 
brauche also nur noch zu zeigen, dasz die in Satz 2 definierte Zah] Dy eine 
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von N unabhangige obere Schranke besitzt; Anwendung von Satz 2 liefert 


dann namlich alles. 
Seien x, und N ganz mit 2 <x, <N. Fir beliebiges 6in a<@<f kann 


man die Zahlen 
te (LO Vata 2e Ce (N, 6) 


der Grésze nach ordnen; dann sind die Differenzen von je zwei aufeinan- 
der folgenden Zahlen in der neuen Reihenfolge alle = K. Deshalb ist 


oS a2 cU+2;)= 
y A 7 7 I —— ee 
pe i (xy A 0) are ip (aa 0) | w=1 K K w=2 


N 
2 7 dt 2 2 
=- = la 33 N). 
=x (1+{ 4) qc (i + log N) <= log (3 N) 
1 
Also ist nach der Definition von @ in Satz 1, d.h. nach (1): 


x1 1 1 4 
vi. Lc log (3.N), 
5 ae ( eee em) < K 09 ( ) 


d.h. nach (2): 


4N 
By < Ke log (3.N), 


so dasz Dy = By N-‘ls log (2 “+ cl —> 0 fiir N—o und also Dyn eine 


von N unabhangige obere Schranke hat. 

Aus Satz 3 folgert der Leser ohne Mithe: 

Satz 4. Ist 1(x) eine fiir jede natiirliche Zahl x definierte reelle Funk- 
tion, ist 2(x,)—A(x»y) fiir jedes Paar ungleicher natiirlicher Zahlen x, und 
x9 absolut 2K, wo K eine von x, und x5 unabhangige positive Zahl be- 
deutet, und ist w(x) eine beliebig langsam mit wachsendem x nach Unend- 
lich strebende Funktion der natiirlichen Zahl x, so hat fur fast alle 6, 
sowohl das Ungleichungssystem 


YSOAx)—y<yt vs) 
0 
als auch das System 


jos ED é: 

OG (ee ES? 
fiir jede Wahl der von x unabhangigen reellen Zahl y unendlich viele ganz-~ 
zahligen Lésungspaare x, y. 


229 


Ferner zeige ich als weitere Anwendung von Satz 3 den 

Satz 5. Ist M(x) fiir x —1, 2, ... definiert und = 1, ist M(x,)—M (xo) 
fur jedes Paar ungleicher natiirlicher Zahlen x, und xy absolut 2 K, wo 
K>0 von x; und xg unabhangig ist, und ist w(x) eine beliebig langsam 
mit wachsendem x gegen Unendlich strebende positive Funktion der natiir- 
lichen Zahl x, so hat fiir fast alle 621, sowohl das Ungleichungssystem 


7 < OHO y cy EE, 


als auch das System 


p (x) 
ae <OMWM—y <y 


fiir jede Wahl der von x unabhangigen reellen Zahl y unendlich viele ganz- 
zahligen Losungspaare x, y. 

Beweis. Ist m= 1 eine beliebige feste natiirliche Zahl, so brauche ich 
offenbar nur zu zeigen, dasz die Behauptung des Satzes 5 giiltig ist fiir 
fast alle 6 aus m<0< m+ 1. Dazu setze ich in Satz 3 


FCG) == 0" on (pS mi 1. 


Dann ist f(x, 6) fiir jedes ganze x 21 reell und stetig differenzierbar in 
bezug aut 0.-Fur x32 ist 


nO), (en) VE NGM — VX) 0 
Ist M die grészte, M die kleinste der Zahlen M(X) und M(<x), so ist 
+ {fs (X, Ps (x J =M OM —-M OP". 


Die Funktion im rechten Glied ist wegen M>M 21, 621 offenbar 
monoton steigend in bezug auf 6. Ueberdies ist offenbar 


| fy (X, 0) — f's (x, 0) | = M 0 — M 0" = M—MEK. 


Alle Voraussetzungen von Satz 3 sind also erfiillt, q.e.d. 
Als unmittelbare Folge von Satz 5 sei erwahnt 
Satz 6. Fiir fast alle 921 hat sowohl das Ungleichungssystem 


p< Ory <p HE, 


als auch das System 


ae ey} 
5 
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fiir jede Wahl der von x unabhangigen reellen Zahl y unendlich viele ganz- 
zahligen Losungspaare x, y. (w(x) hat dieselbe Bedeutung wie in Satz 5.) 


4, Bemerkung zu den Satzen 2—6. Nehmen wir in Satz 2 ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit 


y (x) 


3a ae 
Vx 


—>0O fir x—0 


an5), so folgt fiir hinreichend groszes x aus (6) mit 0<y< 1 und aus (7) 
mit O< y <1 die Beziehung 


0< f(x A—y<l, 
d.h. 


y=(f(x, 4), F(x, 0)—y=(F (x, 9)). 


Satz 2 (und diese Bemerkung gilt ebensehr fiir die aus Satz 2 hergeleiteten 
Satze 3—6) sagt also aus, wie scharf man fiir fast alle 6 des betrachteten 
Intervalles aS 6< f jede beliebige Zahl y des Einheitsintervalles wenig- 
stens durch Reste modulo Eins der Funktion [(x, 6) approximieren kann, 
und fiir 0<y< 1 zwar nach belieben von links oder von rechts. 

Bemerkung zu Satz 1. Selbstverstandlich ist Satz 1 allgemeinerer An- 
wendungen fahig, als der in den Satzen 2—6 enthaltenen. So werde 
bemerkt, dasz man die Beschranktheit der in Satz 2 definierten Zahl Dn 
leicht durch bedeutend weniger fordernde Voraussetzungen ersetzen kann, 
falls man Passendes tiber das Mindestwachstum der Funktion w(x) vor- 
aussetzt. 

Bemerkung zu Satz 4 und zum Beweise des Satzes 1. Uleber die Fol- 
gen der speziellen Gestalt 


6 1(1),02(2),... 


aus Satz 4 stellte Herr FOWLER ®) schon 1915 ausfiihrliche metrische Unter- 
suchungen an und zwar mit einer elementaren auf Harpy-LITTLEWooD 7) 
zurtickgehenden Methode. Die von ihm gefundenen Approximationen der 
Reste (mod. 1) (@4(x)) an reelle Zahlen y des Einheitsintervalles gelten 
fiir fast alle 6 bei geniigend schnell mit x nach Unendlich strebendem A(x). 
Obwohl die Ordnung dieser Annaherung etwas weniger scharf ist als in 
Satz 4, sind seine Satze wesentlich tiefer als Satz 4: sie liefern namlich fiir 


°) Siehe auch die Vorbemerkung in Bde, i. 

6) R. H. FOWLER. On the distribution of the set of points (4, 6). Proc. London Math. 
Soc, (2), 14, 189—206 (1915). 

‘) G.H. Harby—J. E. LITTLEWoop. Some problems of Diophantine approximation. 
The fractional part of nk @. Acta Math. 37, 155—191 (1914). Fiir weitere Literatur siehe 
den unter *) zitierten Bericht, speziell: S. 10—11, 9495, 116—118, 120—121. 
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fast alle 0, fiir alle groszen N und gleichmaszig in y eine Abschatzung des 
Ausdruckes 


R, (N) = N, —7N 


(fiir die Definition von N, siehe § 1, 1; R,(N) heiszt das Fehlerglied). 
Aus den FOwLeRschen Satzen kann man deshalb fiir N— o einen 
asymptotischen Ausdruck fiir die Anzahl der ganzen Lésungspaare x, y 
des betrachteten Ungleichungssystems mit 1 <x <WN herleiten, 

Ferner bemerke ich, dasz in Satz 4 ein alterer von mir (mit Hilfe eines 
VAN DER CorpuTschen Satzes) bewiesener Satz enthalten ist 8), Dieser 
Satz unterscheidet sich von Satz 4 dadurch, dasz in den betreffenden 


x) log x BG 
w (x) log ZIbae& statt me) auftritt. Herr SIEGEL 
ex Bx 


Ungleichungen der Ausdruck 


teilte mir dann brieflich einen neuen Beweis dieses Satzes mit; dabei 
schaffte er sogar den Logarithmus beiseite und gab iiberdies meinem Satz 
eine allgemeinere Fassung (ahnlich der Behauptung von Satz 1 im 
speziellen Fall f(x, 6) =61(x), a=0, B=1). Er ersetzte beim Beweise 
den von mir benutzten (sehr allgemeinen) VAN DER CorpuTschen Satz 
durch den in der Theorie der FOURIERschen Reihen bekannten Hilfssatz 4. 
Nun laszt sich der VAN DER CorPUTsche Satz auch durch einen ahnlichen, 
etwas scharferen Satz ersetzen 9), der ebenfalls im Stande ist den Loga- 
rithmus wegzuschaffen. Der SIEGELsche Ansatz ist aber fiir die Behand- 
lung des betreffenden Problems unzweifelbar einfacher und geeigneter. 
Obwohl mit beiden Methoden scharfe Verallgemeinerungen des Satzes 4 
fiir allgemeinere Funktionen [(x, 6) médglich sind, benutze ich aus obigen 
Griinden in dieser Arbeit die elegante SIEGELsche Methode. 


§ 2. Einige Hilfssatze. 


In der unter2) zitierten Arbeit habe ich als Hilfssatz 1 bewiesen 
Hilfssatz 1. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gilt fiir ganzes 
WN 2? 


2 
il 


a 


i 
_ Y e2tiflx6) 


al 


da <P 4 SN. 


Wir folgern aus Hilfssatz 1: 


8) J. F. KoksMA. Ein mengentheoretischer Satz aus dem Gebiete der Diophantischen 
Approximationen. Proc. Royal Acad. Amsterdam, 35, 959—969 (1932). Siehe auch 
die Bemerkungen in dem unter *) zitierten Bericht auf S. 120—121. 

9) Dieser Satz dessen Beweis Herr VAN DER CORPUT demnachst gemeinsam mit Ver- 
fasser veroffentlichen wird, ist in spezialisierter Gestalt in dem unter *) zitierten Bericht 
als IX Satz 4 zitiert. 


Zoe 


Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gilt fiir jedes 
Paar natirlicher Zahlen N22 und h=1 


Bp 
if 


a 


"d6<(B—a N+ 5%. 


N 
SS e2 tihf(x,9) 
ill 


x 


Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes 1 bleiben offenbar erfiillt, 
wenn man gleichzeitig 


f(x.0) durch sf (a6) ® (xq, x0) durch ai © (cea no), 
®', durch h®, und By durch = 


ersetzt. 

Anwendung von Hilfssatz 1 unter den so abgednderten Voraussetzungen 
des Satzes 1 liefert sofort Hilfssatz 2. 

Hilfssatz 3. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gibt es zu jeder 
natirlichen Zahl N = 2 und jedem Paar positiver Zahlen H und k mit 


== (al IN <a ie eee ee 8 (8) 
im Intervall a<6< f eine Menge I vom Masze 
mMt = 4 (B—a) k? H-3 + 


3 By (9) 


(8—a) N 


+ *td 7? N By log Min (3+ a AY i= Nis) \ 
folgender Beschaffenheit: Fiir jedes 6 aus a<6< B, aber ausserhalb der 
Menge ‘I gelten die unendlich vielen Ungleichungen 

<k HN’ (ht + 1)’ (S12 ee erent) 


N 
SS e2tihflx,6) 
1 


<= 


\ 


Beweis. Ist h 2 1 eine natiirliche Zahl, so bedeute Mt, die Menge aller 
Oaus a0, fir die 


N 
SD e2tihf (x6) 


oi 


=kHN'h (he + 1h, 


Wegen der Stetigkeit von f(x, 6) ist diese Menge messbar und aus Hilfs- 
satz 2 folgt sofort, dasz ihr Masz m9, der Beziehung 


HAIN" (e+ IY}? mM, <(p—a) N+ BN, 
dh. 


mR <P =e) N+ SEL is Bt Ne he $1) ea) 


genugt. 
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Die Vereinigungsmenge St der Mengen 
My ines. 


hat die Eigenschaft, dasz fiir jede Zahl 6 aus a $0 <8, welche ausserhalb 
dieser Menge ‘St liegt, samtliche Ungleichungen (10) gelten. Sie ist offen- 
bar messbar; ihr Masz sei mt. Aus (11) folgt dann 


mM <(6—a)k? H-? Nb S (het 1h + | 
i= 
(12) 
Sel Ne Bye 2 ts 1. | 
h=1 


Wir bemerken, dasz die Reihen rechterhand konvergieren und werden 
zeigen, dasz (9) aus (12) folgt; dadurch wird dann Hilfssatz 3 vollstandig 
bewiesen sein. 

Zunachst sei bemerkt, dasz 


2 1 eat as Fern 
meee 72H Na eee 13) 
0 
(wegen (8)), also 
(B—a) k? H-? Nh & (ht + 1h 2(B—a)k?*H?. . (14) 
b=t1 


Ist o eine beliebige Zahl > 0, so ist wegen ht + 1 > 1: 


1 
jee e eta 1) 


ate Wee Se hie SE eas 
een ie ere 


==) 


(die erste Summe rechterhand ist gleich Null zu setzen fir [o] == (0) 


also: 


ot+1 00 


= 1 du i du = 
ee | uw tJ awe + I 


(15) 


ed 
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Zon 


Wendet man (15) mit 6 = an, so bekommt man 

a 1 2 “du 

see metho zat f= 144 + log = = 
nai h (At + 1) erp tis 


i 


2,8)". 2 Ge i 
§ + log = < log eau = =< LOG 10g ee 
d.h. wegen (8) 


co 


1 Sens 
SS INEIN I ase (ONG 
RNa oe, 


Bn 


(B—a) N’ 


so findet man: 


Wendet man nun (15) abermals an, jetzt mit ¢ = 


1 
h(he + 1) 


Bn ); (B—a) N du 


Os Ne Nas ae 


also wegen (13): 


02 1 3 By 2 (B—a) H- Nts 
J ime rye <0 (3 “p= oN) 4 . 


Aus (12), (14), (16) und (17) folgt 
m Wt = 4 (B—a) k-? H-3 + 


18 
+ k-? H-? N-‘s By Min (19 (12 H- N'h), log (3 a Gan) ) ms 


und aus (18) folgt sofort (9), q.e.d. 
Hilfssatz 4. Ist t eine positive Zahl <1, so gilt fir alle reellen u aus 
tSuS1 die Identitat 


cos 22h (u—41)=0 ((=u=1). . (19) 


Beweis. Wir betrachten die fiir alle Se ae u definierte und stetige 
Funktion »(u) mit Periode 1, die fiir —1 <y <¥ wie folgt festgelegt ist: 


p(u)=0 fir —$=u<—4r und $t<u<t; 
y(u)=4t—|a| fir —47=u=Hr., 


Weil y(a) eine gerade Funktion ist hat ihre FOURIERsche Reihe die Gestalt 


p(u)=4 a +2 a, cos 2ahu, 


23) 


wo 
‘le Yet 
tajs—i??, a= 2| y(u)cos 2xhu du = 2 | y (u) cos 2xhu du = 
1h, —the 


Wot 1,T 


4 | p(u)cos2ahudu=4 | (£t—u) cos 2ahu du = 


0 


Mat 


1 ; Ms , 
7 teh cacry herein eal + [ sin 2athu.du= 


2ah ‘ 2ah 
0 
1 2 sin? At 
— (th)? VS GEB GUO) = Tega (hie 2. ) 


Es besitzt also g(u) die gleichmaszig konvergente FourIERsche Reihe 


mht \2 
2 . | ita 
AG) eee a BD = |) OS GE. 
A= cL 


Die durch Translation um 47 nach rechts aus y(uw) entstehende Funktion 
wp (u) = (u—4r) geniigt der Beziehung 


— 


— , 


yp (u) = (u—F1)=—0 fiir alle u aus tu 
d.h. es gilt die Identitat (19). 


§ 3. Beweis von Satz 1. 
1. Sei H eine positive und N = 2 eine ganze Zahl. Es werde 


Cs HN-'!s 


gesetzt. Ist t= 1, so ist die Behauptung von Satz 1 trivial: man wahle fiir 
die daselbst auftretende Menge It einfach die leere Menge. Wir nehmen 
fiir den Rest des Beweises denn auch 


ENS ea ae ae ee et (20) 


an und werden zeigen, dasz die Menge ‘It aus Hilfssatz 3 mit k= 7; das 
in Satz 1 behauptete leistet. Zunachst sei bemerkt, dasz Wt in aS@SB 
liegt, und dasz ihr Masz wegen (9) in der Tat der Ungleichung (3) 
geniigt. Deshalb brauche ich noch nur zu zeigen, dasz die Ungleichungen 
(4) fiir jedes beliebige feste 9 aus a S90 < B, aber ausserhalb der Menge pil 
und fiir jedes Paar von x unabhangiger reeller Zahlen y’ und y” mit 


ee ee ee, 2A) 


wenigstens ein ganzzahliges Lésungspaar x, y haben. 


16* 
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2. Zu diesem Zweck werde angenommen, dasz fiir ein Tripel 6, y’, y” 


obiger Art die Ungleichungen (4) keine ganzen Lésungen haben. Dann ist 


erst recht 
y" —y =f (x, O)—y' —[f(x% A—y] <1 ~~ ~fir x=1,2,..., N. 
Setzt man 
ee, 
so ist wegen (20) und (21) 
FING er ee ee ee 2 


Wir wenden jetzt Hilfssatz 4 mit u— (f(x, 0) —y’) fir x—=1,2,...,N 
an; Addition lehrt 


\ _ ahr\ 2 | 

a SUV 

N’?+2 3 & cos2ah { f(x, €)—y7’—41} '=0, 
= x=T1 


(\S | 


cans 
\ _ ahr\? 
Es, sin 2 N | 
N2 2xih(f(x,6)—y'—47) —2 ih (F(x,6)—p'—4s)) | 
T T = ah ae W)—Y +e if Daa ) =) 
2, 
(ole lays 
_ ahr 2 
N?=2 > pee ee hte) 
n= d i x, 6 
a =~ 7th ne ce 
D 


3. Wegen unsrer Wahl von IN und 6 gelten nach Hilfssatz 3 mit 
k= 5 die samtlichen Ungleichungen (10) mit k = 757: dh. es gilt wegen 
t<r (siehe (22)): 


N 
> e2tihf (x9) 
=1 


s= 


1 . 
ott he (= eee) 


Aus (23) folgt also 


ice 1) 4) are (24) 


Ai) 


Es ist die Summe 


2 
ee pee le) sin" 
S| am | trtieee 2 (ae | tetas 
Zz D / 
2 
eee fe as =| F 
++, & i | (ae) Sy eh eS Span = 
p= |—| 44 a eee 


Lan Wes =i, 
gt ale awe ee cs 


also wegen (a) —— fur a=)" 


5 
Es in es 
wt 


4 
d.h. wegen Gs SS Ceunduost 0. 2,14 25: 


ogee (Byte 


Nv< HN, 


Aus (24) folgt also 


d.h. 
elie 
was mit (22) im Widerspruch steht! Q.e.d. 


§ 4. Beweis von Satz 2. 
1. Vorbemerkung. Bei diesem Beweis diirfen wir ohne Beschrankung 


iy ay J ee 


x—Po B EXG, 


annehmen, denn sonst setze man 


yw, (x) = Min (yp (x), log (3~)) (aa Dees), 


so dasz 


238 


und zeige Satz 2 mit wy, statt y. Wegen 


yr (x) = y (x) 
folgt dann aber a fortiori die Richtigkeit von Satz 2 mit w(x). 


2. Wir setzen fiir ganzes N= 1 


ei. Ny | es EE ee Pek a 40) 
4(N) = IL ol (26) 
x ganz 
und folgern hieraus zunachst 
9 Ni 


BAN ms 
wahrend wir bemerken, dasz aus (27) speziell folgt: 


z(N) _ v (N) 
° Say = PN 


—0 fur IN cog) se ae (28) 


wegen (25), 
Jedem N21 kann man eindeutig die grészte natiirliche Zahl 
n= (CIN) = IN mit 


Min © (x) = ee) 
I=er=nhx Pn 
x ganz 


n=n(N)>o Pn > Co ns ee ne ee 20) 


Schlieszlich folgt deshalb aus (29): 
X(N)—>o fir N>o . . , , .. . (30) 


3. Weil die Voraussetzungen von Satz 1 gemasz denen von Satz 2 
erfillt sind, gibt es nach der Behauptung von Satz 1 zu dem Zahlenpaar 


= 26 ee aN) 


inaS@<8 eine Menge Mt mit den in dieser Behauptung erwahnten 
Eigenschaften, Diese Menge werde in der Folge mit M(N) angedeutet. 


Weiter mégen Ky, Ko, K3, K, geeignet zu wahlende, von N unabhangige 
positive Zahlen bedeuten. 
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Dann ist fiir N = 2: 


N-'ls By log Min (3 + GoW NEE Nr) == 


= Ns Bn log (x (2 + a) <— K, Dy, 


wo Dy die in Satz 2 definierte Zahl bedeutet, welche nach den Voraus- 
setzungen dieses Satzes eine von N unabhangige obere Schranke besitzt. 
Aus (3) folgt also fiir N22 (wegen (30) gilt Ho fiir N>o): 

m It (N) = 100 (4 (6—a) H3+ K3;H~*) Cik,H”, 


d.h, wegen der Definition von H: 


POI ese INI me 


4. Wegen (30) gibt es eine Folge aufsteigender natiirlicher Zahlen 
INGeNo we, Cerart, dasz 
(Neee 2 C(ND) vy 825...) ; 


es konvergiert also die Reihe 
2 tn (Ne) 
und deshalb wegen (31) erst recht die Reihe 


Sn (Nee ae 4 32) 


y=] 


5. Es bedeute jetzt 9, fir n= 1,2,... die Vereinigungsmenge der 
Mengen 


SIN UC UN ice t)ste os 4 
dann gilt 
ee ee ee kee hee 99) 
Wegen der Konvergenz der Reihe (32) hat die Durchschnittmenge ‘it der 
Mengen (33) das Masz Null. Fast alle 6 aus a6 <  liegen also ausser- 
halb der Menge St. Sei @ eine solche Zahl; dann liegt @ in héchstens end- 
lich vielen der Mengen (33), also fiir gewisses 921 in keiner der 


Mengen 
WM (N,) (v = »%). 


Die Behauptung von Satz 1 lehrt dann fiir jedes y 29, dasz das Un- 
gleichungssystem 
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, 


fiir jedes Paar von x unabhangiger reeller Zahlen y' und y’’ mit 
Vay = Vy IN MET AIN's |S ee 


wenigstens ein ganzzahliges Losungspaar x, y besitzt. 


6. Wird nun einmal 
y,=Y FEN ha (Ny) . =r tNoky (Ny) (x=) 
und ein zweites Mal 
YP aN MING ty in =i) 


gesetzt, wo y eine von » unabhangige reelle Zahl bedeutet, so ist (34) 
erfiillt, und so folgt aus dem obigen, dasz die beiden Ungleichungssysteme 


yang Ny XUN) ee fe@) oN, eV ) ie ee 
bzw. 
pa N ext) == 0,0) 4 7 el 
also erst recht die Systeme 


Y SEE) yy No) lec, (5 


Do ING PLLIN << icc, O) =< aye NG) 


fiir jedes y= v9 je ein ganzzahliges Lésungspaar x, y besitzen. 


7, Jetzt beachte man, dasz aus (28) folgt: 
Ni" y(N,) +0 — fiir »> o&, 


Hieraus zieht man sofort die Folgerung, dasz ein Lésungspaar x, y von 
(35), bzw. von (36) nicht fiir jedes » dasselbe sein kann, sondern, dasz 
vielmehr 


xX—> oo fiir » > oo, 


Anwendung von (27) mit N—N, lehrt nun, dasz a fortiori jedes der 
beiden Systeme 


r<f le O—y<y + oe, 


Ning a <f(%,6)—y<y 


unendlich viele ganzen Lésungen x, y hat, q.e.d. 


Chemistry. — On the Crystal-structure of Magnesium- and Nickel 
antimonate. By J. BEINTEMA. (Communicated by Prof. F. M. 
JAEGER). 

(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


§ 1. In a previous paper concerning the crystal-structure and the 
composition of the salt usually known as sodium-dihydro-pyrostibiate '), 
it was demonstrated that this compound must not be considered as a salt 
of pyro-antimonic acid, but as that of a hypothetical hexa-hydroxy-acid: 
HSb(OH).; thus the formula of the salt is not: Nagf.Sb.O, .5H2O, but 
NaSb(OH).,. This formula had already been suggested by L. PAULING 2) 
in connection with the co-ordination number of antimony in its oxygen 
compounds, From the ionic radii, as determined by this author, it can be 
deduced that this co-ordination number must be six. The crystallized 
antimonates of Mg, Co, Ni and Zn, to which compounds usually the 
formula Me(SbO3)..12H,O3%) or Me(H2SbO4)2.10H2O*) is attri- 
buted, should, according to PAULING, be derived from the same acid, so 
that its formula should be written: Me(H.O)., {Sb(OH)¢}z. 


§ 2. Crystals of these compounds can be obtained by adding a solution 
of potassium antimonate to a solution of the chloride or sulphate of the 
metal. Immediately an amorphous precipitation is formed which is eliminated 
by filtration. After some days small crystals prove to be deposited from the 
filtrate. . 

In the case of the Ni salt, these crystals had the form of hexagonal 
plates, limited by the basal face and by a hexagonal prism, the edges of 
the latter sometimes being truncated. The Mg salt showed, entirely conform 
to the description given by HAUSHOFER®), — besides these hexagonal 
plates which were usually conglomerated to rosette-shaped aggregates, — 
apparently monoclinic crystals. Of the cobalt antimonate only monoclinic 
crystals were deposited, which probably are isomorphous with the mono- 
clinic crystals of the magnesium salt. 


§ 3. The hexagonal crystals of the nickel- and magnesium antimonate 
proved to be badly developed. The angular values of the hexagonal prisms 
oscillated considerably and often deviated more than 1° from the theoretical 
value (60°). From the goniometrical investigation, therefore, no conclusion 
could be drawn as to the question whether the crystals were actually 
hexagonal. Nor could the optical behaviour of the crystals give any decisive 
answer in this respect. In polarized light the hexagonal plates proved to 


1) Proc, Royal Acad. Amsterdam, 38, 1015 (1935). 
2) lL, PAULING, J. Am. Chem. Soc. 55, 1895 (1933). 
3) L,. HEFFTER, Pogg. Ann. 86, 416 (1852). 
4) GOGUEL, Contribution a l'étude des arséniates et antimoniates cristallisées préparées 
par voie humide, Paris, 1896. 
5) CC. VON HAUSHOFER, Z. Krist. 4, 52 (1880). 
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be composed of six sectors, in which the directions of extinction were 
normal and parallel to the faces of the prism. 

The crystals are only feebly birefringent; the optical sign is positive in 
the case of the nickel-compound, whereas in the case of the magnesium 
salt the birefringence proved to be so weak that, because of the optical 
anomalies, its character could not be determined with any certainty. 

As the crystals of the nickel salt were better developed than those of the 
magnesium salt, the determination of the structure was carried out with the 
former salt. 


§ 4. A series of oscillation-spectrograms was made, the crystals being 
oscillated round their principal directions through an angle of 30°. These 
spectrograms had all features of being produced by one single crystal. It 
thus may be assumed that the optical anomaly is caused by tensions in the 
crystal owing to irregularities of its structure. These irregularities are 
probably also responsible for the deviations of the angular values observed. 

The spectrograms obtained by oscillating the crystal round the c-axis, 
showed no plane of symmetry perpendicular to this axis. From this it may 
be deduced, that the crystal has no plane of symmetry parallel to the base. 
Moreover, the c-axis cannot be a senary axis. 

The parameter could, from the distance between the layer lines, be 
determined to be 9.8 A. 

The more intensive reflections were only found in the principal spectrum 
and in the second and fourth accessory spectra, 

The spectrograms obtained by oscillating the crystals round the normal 
to a prism face, showed a plane of symmetry perpendicular to this direction. 
The dimension of the elementary cell in this direction proved to be 27.7A 
(= 16,0 V3A). 

The reflections with high intensity are exclusively situated in the layer 
lines N°, 0, 3, 6, etc. 

If the oscillation axis was chosen parallel to the edge between the base 
and a prism face, the spectrogram obtained showed no plane of sym- 
metry. Here too, the intensive reflections were situated in the principal 
spectrum and in the 3rd, 6th, etc. accessory spectra. In this direction the 
parameter of the lattice was 16.0 A. 

Evidently the elementary cell is oriented in such a way, that its edges 
and sides are parallel to those of the crystal. 

From the symmetry of these spectrograms it may be concluded, that the 
symmetry of the crystals must be either Djy, D3 or C3,. As the crystals 


showed no piezo-electricity, the symmetry: D3, may be considered to be 
the most probable one, 


§ 5. The dimensions of the elementary cell of Mg-antimonate, as well 
as of Ni-antimonate, were accurately determined from a powder-spectro- 
gram in which silver was used as a standard of comparison: (Tabel I 


and II): 
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TABEL I. 
Powder-spectrogram of Nickel-antimonate (++ Silver). 


No. Dis- Inten- sin?@ sin?0 sin20 sin?@ 
of tance tis Angle (eB) of ee eles Indices 
line ei (visual) served) | silver | rected) lated) ris 
in cm 
1 3.456 2 8237’ 0.0224 0.0224 | 0.0226 (3030) 
2 Bn023 4 Ew: 0.0247 0.0247 | 0.0248 | (0002) 
3 3.832 8 9°33’ 0.0275 O20275, 1) OL0277, (3030) 
4 4.248 2 10°36’ 0.0338 0.0338 | 0.0338 (3031) 
5) 4 US) 2 125545) 1020426 0.0426 | 0.0426 (3032), 
6 10)! 7 13213) 0.0523 0.0523 | 0.0524 | (3032) 
i 6.716 4 16°45’ 0.0831 0.0831 0.0830 (3360) 
8 6.877 a Uf ey 0.0870 | 0.0870 
9 6.962 4 WDD 0.0891 0.0891 0.0892 | (3361) 
10 7.648 10 ger ed 0.1068 | 0.1067 0.1077 (3362) 
11 7.804 4 IQA 1 O00! 0.1111 0.1106 | (6060) 
12 if eke 3 19355) 0.1160 | 0.1160 
13 5155) 4 20°50’ 0.1266 0.1266 | 0.1267 (3034) 
14 8.657 5 PAB}! Omlgss5 Omls55 Onlss+ (6062) 
155 8.883 7 BRE SS! |) ONG |) Mo NewS 
16 10.121 4 PS UEY 0.1822 Ons 22 0.1821 (3364) 
17 10.465 4 WS FY || Ost 0.1935 | 0.1936 (6390) 
18 10.645 2 Dowsor 0.1998 0.1998 i ee i622) 
0.1999 | (7182) 
19 10.926 4 DTN 0.2097 0.2097 0.2097 (6064) 
20 11.168 5 POS 0.2183 0.2183 | 0.2184 | (6392) 
21 11.536 3 28°46’ | 0.2317 | 0.2320 
ae 0.2489 | (9090) 
22 122OU 4 29°58 0.2494 0.2494 ae (3036) 
23 12.646 3} shiisy 0.2737 0.2737 0.2737 (9092) 
24 12.927 7 32915’ | 0.2847 | 0.2846 
25 1SrS5 3) 32°46’ | 0.2929 0.2929 | 0.2927 (6394) 
26 13.793 2 34°24’ 0.3193 | 0.3190 
27 14.097 33 BSN | OBeil7 OSS 7— OzSSi9 (6.6.12.0) 
28 14.703 3 36°40’ 0.3567 0.3567 | 0.3566 (6.6.12.2) 
29 14.760 3 36°49’ 0235911 0.3591 0.3595 | (9.3.12.0) 
30 15.360 3) 38°19’ 0.3843 O.6S | OBS (9.3.12.2) 
31 (Seo 27) 7 38044 Oso SaOns 913 


Effective Radius of Camera: R=5.7425 cm. 
RNive enti rues (Cay) 


Quadratic Equation: 
sin29 = 0.003073 (h2 + hk + k2) + 0.006193 . 72, 


Parameters of the Lattice: ag = 16.019 A; co= 9.763 A. | 
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TABEL II. 
Powder-spectrogram of Magnesium-antimonate (-+ Silver). 
No. Dis- Inten- sin20 sin20 sin?@ sin20 ‘ 
oe Angle Indices 
of sity (ob- of (cor- (calcu- . 
2 0 ; (hkil) 
line an (visual) served) silver rected) lated) 
1 3.594 + 8°59’ | 0.0244 0.0244 | 0.0244 | (0002) 
2 3.815 8 9°32’ | 0.0274 0.0274 | 0.0274 | (3030) 
3 4.216 3. | 10°32’ | 0.0334 0.0334 | 0.0336 | (3031) 
4 5.269 7 | 13°10 | 0.0519 0.0519 | 0.0519 | (3032) 
5 6.685 4 | 16°42’ | 0.0826 0.0826 | 0.0824 | (3360) 
6 6.870 5 | 17° 9’ | 0.0870 | 0.0870 
7 6.924 5 17°18’ | 0.0884 0.0884 | 0.0885 | (3361) 
8 7.638 | 10 | 19° 5’ | 0.1069 | 0.1067 | 0.1068 | 0.1068 | (3362) 
9 7.976 4 | 19°55’ | 0.1160 | 0.1160 
10 | 8.084 BE 20-11 ed 1191 Qi 1o0. |e pera wasn 
(0.1190 | (5162) 
11 8.293 4 | 20°43’ | 0.1251 0.1250 | 0.1251 | (3034) 
12 8.610 4121930" §| 0.1343 0.1342 | 0.1342 | (6062) 
13 8.872 QO 22°" 0 sal Onl 423 Heon1423 
14 | 10.054 4> 1 25°°7" | 01801 0.1799 | 0.1800 | (3364) 
15 | 10.421 AN 26°32 1 926 0.1924 | 0.1922 | (6390) 
16 | 10.588 Dee 26°27, M0 1985 0.1983 he ee 
(0.1983 | (7182) 
17 | 10.853 San e27 By MED E2075 0.2076 | 0.2075 | (6064) 
18 tie 1 4 | 27945' | 0.2168 0.2166 | 0.2166 | (6392) 
19 | 11.541 2: |) 28°50’ 70.2325 1! 0.2320 
20 | 11.937 3 | 29°49’ | 0.2472 0.2469 Ppa oe) 
0.2472 | (3036) 
21 | 12.580 Pi eee Gas 0.2715 | 0.2715 | (9092) 
22 | 12.914 917 1932°15" 710. 2848510. 2846 
Ae |) Te 2 | 34°25’ | 0.3196 | 0.3190 
24 | 14.020 Ph || CR TP I espe 0.3289 | 0.3294 | (6,6.12.0) 
25 | 14.689 2, 1 36°41 9.3570 0.3566 | 0.3569 | (9,3.12.0) 
26 | 15.292 De a3s° 2 ee) 3824 0.3820 | 0.3813 | (9.3.12.2) 
2750513 OF | §38°45" 00, 3978 40.3916 
28 | 16.344 8 | 40°49’ | 0.4273 | 0.4268 


Effective Radius of Camera: R = 5.7349 cm. 


Wave-length: 2=1.538A (Cuy,). 


Quadratic Equation: 


sin*9 = 0.003050 (h? + k2 + hk) + 0.006106 . 22, 


Parameters of the Lattice: a9 = 16.079 A; Gy) = OB) iq) A. 
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Nickel antimonate: a7 = 16.01, A; co==9.76 A. 
Volume of the cell: 2171 . 10-24 cm3, 
If the cell contains 6 molecules, the specific weight, derived from 
these dimensions is 2.80.. 
A direct determination by the immersion method gave: 2.77. 
Magnesium antimonate: a7 16.079 A; co—9.84, A. 
Volume of the cell: 2203 . 10-24 cm3, 
If the cell contains 6 molecules, the specific weight is calculated to 
be 2.633. By the immersion method it was found to be 2.59. Thus 
there can be no doubt that the elementary cell contains the mass 


of 6 molecules. 


§ 6. The complete analysis of the principal spectrum and the first and 


second accessory spectra of the spectrograms, obtained by oscillating the 


crystal round its principal axis, revealed the presence of the following 


diffracting-images: 


Principal spectrum: 


Ist Acc. spectrum: 


2nd Acc. spectrum: 


(3030) 9 (4150) 3 (3360) 9 (6060) 9 (7180) 2 
(6390) 10 (9090) 10 (8.2.10.0) 2 (7.4.11.0)3 
(coe 12 0sl0e (10y ie 11..0)3° (9 3.12..0)110 
(1220 et 0) 210 
(3031) 6 (4151) 3 (3361)8 (6061)3 (5271) 1 
(S271) 2) C7181 (7181) 3 46391)'5> (6391) 3 
(omer t Oral \e2 Men (Gieo el Onl See (ieet. Ilisat) 22 
(eed louie PemeOr OM lel) 4.ai(GirO..01 2a) 5 
ijmeiwal (ert) oan OMMemr liao. Ors5r 127 1) 4 
(OU 4 el 1221 2022)ae (2122))3 9@2132)3 
(3032)10—(2242) 1 (2242) 2 (3142)3 (3142)3 
(4042) 3 (3252) 2. (3252) 3 (4152)7 (4152) 4 
(5052) 3. (3362) 9 (3362) 10 (4262) 1 (5162) 2 
(5162) 2 (6062) 9 (4372) 2 (4372) 2 (5272) 3 
(5272) 4 (6172) 3 (6172) 3 (7072) 1 (4482)-2 
(5382) 2 (5382) 2 (6282) 3 (6282) 1 (7182) 3 
(7182) 1 (6392) 9 (6392) 9 (7292) 1 (7292) 1 
(8192) 1 (8192)1 (9092)8 (7.3.10.2)1 
(rel ON) umn Olio 102) 2am (Oa 11022), 2 
AE WED) UE ee i? (in Be Me, ya 
ne bs (LO 26) 
(Omer? 2) San( G2 0.21202) 8 (10.17.11 2) 43 
Oe De ee WA (OFS 1252) 8 
(Oe, Os 
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The third accessory spectrum showed the same character as the first, 
the fourth the same as the second accessory spectrum. 

As evidently no systematic extinctions are stated, the underlying lattice 
is the simple hexagonal cell. The space-groups D3, and D&,, therefore, 
may be excluded; equally the space-groups D3, and Di, need not be taken 
into consideration either, as in these space-groups the dyad axes are parallel 
to the edges of the elementary cell, whilst on the contrary these axes in the 
crystal in question include angles with these edges of 30° and 90° resp. As 


reflections of the type: (h. h, 2h,1) occurred, when / was odd, (for instance: 
(0003), (3361) etc.), D!, remains as the only possible space-group to be 
taken into account. 


§ 7. From the oscillation-spectrograms it was apparent that those 
reflections, the indices h and k of which are a multiple of three, while / is 


even, — as for instance (3030), (6392) etc., — have high intensities. The 
atoms with a high diffracting power must, therefore, be arranged in such 
a way, that their centres form a simple hexagonal lattice. The latter is 


a 
parallel to the crystal lattice, but its parameters are a and: “em (the 


Z 
number of these strongly diffracting atoms: 6Ni and 12Sb, is just 
sufficient to form such a lattice. 

It must be investigated, in what way the 12, Sb-atoms and the 6 Ni-atoms 
can be arranged in such a lattice, without getting into conflict with the 
properties of symmetry of the space-group D}.. The answer is that three 
possibilities must be taken into account: 

1°, Ni is placed in the two onefold positions (a) and (b) of WYCKOFF’s 
Tables!) and in the two twofold positions (c) and (d); Sb must than be 
placed in two sixfold positions (k), with u==1/3, v=0 and u=1/2, v1), 
respectively. 


Nis 0,0; 02 205 On ets Oe Ome ete $,373 
Ob: 9575202 012,05) 2.0505) £10) 0. mens 10; 0,4,0; 
$3.33 0.9.5; 4.0.4; $,0,4; 4.4.4; 0,4,4. 

2°, Ni is present in a sixfold position (k) with u==1)/2) v==0; in’ this 


case the Sb-atoms must occupy the positions (a), (5) ac) a d)meand: 
moreover, a position (k) with u==1/3, v1), 


f° 1: 2 * 2 
Ni: 4,4,0; 0,2,0; USE +,.0,0; #,4,0; 0,%,0. 
¢ . 1 2 . + 
Sb: OF0n0;- OF ORE: wes O05 $,4,0% 4,$,43 4.4.4; 
aL pels Le, 2 2 
WOR UP o 0 w 3,0 Ones 4,%,4; 0 t +. 


1 

3 a ed 
3°. Ni is situated in a position (k) with the parameters w==1/,, p==1),, 
To the Sb-atoms then a sixfold position (k) with the parameters u=1/s, 


v—=8/4, a twofold position (e) with u=1/, and a fourfold position (h) 
with u=1/, must be attributed, 


1) L. W. G. Wyckorr, The Analytical Expression, etc. p. 155. 


Ni: 


ag le © te re logs 2 il 1 3. 2 2 
See Bie Ze 0,%,4+; +, 0,43 +,0,2; 43,33 0,7.2 
. Se eer Ph BG 2 Bis 1 1s 2 2 
Sb: Hehe 5 uw. ee) 0, 394? ay Un coe +, One $ $,4,4; 0,4,4; 
ale BY 1 pel iL Pk Ska Deel 2 
0, 0, 4? 0, 0, 4? Br 3+ qs 3,34» yw) 3,43 ty, +, ¢ 


The latter of these three possibilities involves the most homogeneous 
distribution of the electric charges, so that it, beforehand, seems to be the 
most probable one. 

As the Sb-atoms and the Ni-atoms possess unequal diffracting powers, 
the choice between the three possibilities mentioned above can be made by 
discussing and comparing the intensities of the different spots of the 
spectrograms, 

If the atoms were distributed according to 1°., — the influence of the 
O-atoms for a moment being neglected, — then, besides the intensive 
reflections (3m, 3n, 2p), only such of the type (3m + 1, 3n + 1, 2p) 
and (3m + 2, 3n+ 2, 2p) would occur (m, n and p are integers). 

In the case of a distribution according to 29., — besides the intensive 
reflections (3m, 3n, 2p), — the reflections (3m, 3n, 2p + 1) would occur 
end lessminvensive, also: (Sia, 1, 3n 4, 2p), (m2, 3n 4-2; 2p), 
(Cie ion ep 1) and! (3m 422; sie, 2p 4-1). 

If the distribution were according to 39., — besides the reflections 
(S76 ofelp i — only stich of the type: (m+ 1, 35n-+ 1, 2p + 1) and 
(3m+ 2, 3n+ 2, 2p +1) would occur and, although with smaller inten- 
Siticsua OM Schl, 2p) and (3m 2, 3n--'2, 2p). 

When the intensities, as they actually were observed, are compared with 
the ones mentioned above, it becomes obvious that a distribution as 
sub 39, cannot satisfactorily explain the rather high intensities of reflec- 
tions as: (0003), (0005), (3031), (3361), (6391), etc. On the contrary, 
the high intensities of the latter images prove, that the true distribution 
of the atoms must be that mentioned sub 2°, Thus these atoms are arranged 
in layers containing both kinds of atoms and in alternating layers, con- 
taining only Sb-atoms. The number of Ni-atoms in the former layers is 
twice that of the Sb-atoms; the arrangement, therefore, is such, that in 
each layer each Ni-atom is surrounded by six Sb-atoms (fig. 1). 


@ 
O 5b 


Fig. 1. Elementary cell of nickel antimonate. The O-atoms have been 
omitted in order to demonstrate the positions of the Ni- and Sb-atoms. 
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§ 8. In order to determine the positions of the O-atoms, attention must 
be paid to the special symmetry, characteristic of the positions occupied 
by the Sb- and Ni-atoms; for these atoms presumably may be supposed to 
be the central atoms of co-ordinative complexes. The position occupied by 
the Ni-atoms, only possesses a single symmetry element: a vertical plane of 
symmetry. The Sb-atoms are situated in positions which partially have the 
symmetry S, partially the symmetry D3, partially the symmetry D3. The 
structure of the antimonate-ions may be supposed to be the same, inde- 
pendent of their position in the crystal. The minimum symmetry of these 
ions, therefore, is D3,. The Sb-atom is evidently surrounded by six O- 
atoms, situated in the corners of an octahedron, which may be more or less 
deformed in the direction of one of its four triad axes; this direction then 
must be that parallel to the principal axis of the crystal. This is in full 
accordance with PAULING’s supposition that these compounds contain the 
ions {Sb(OH)«¢}. Indeed, the univalent negative charge of the antimonate- 
ions can hardly be explained in another way than by supposing the six O- 
atoms surrounding the central atom actually to be present as six OH-groups. 


§ 9. As to the Ni-atoms, the fact that these atoms and the Sb-atoms 
occupy such analogous positions in the crystal structure, seems to indicate, 
that the Ni-atoms too are present as the central atoms of co-ordinative 
complexions, that have a structure analogous to that of the Sb(OH)-ions. 
In these ions, therefore, the Ni-ion must be surrounded by six octahedrally 
arranged water-molecules. This supposition really seems to be in full 
agreement with the structural results hitherto obtained. Moreover, the 
water-content of the compound completely agrees with the formula: 
Ni(HyO)¢ {Sb(OH) ¢}». 


It may be seen from fig. 2, in which such a layer of the elementary cell 


JC 
ry 
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IF 
AN 
ay x? 


e. 
Fig. 2. A layer of the elementary cell, containing Ni(HO)” -ions and 
S6(OH)'¢-ions. 
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containing complex cations as well as complex anions is represented, that 
the Hj,O-molecules and the OH-groups together form approximately a 
hexagonal very closely packed arrangement, If the assumption be made 
that the positions of the O-atoms are exactly conform to this packing, the 
distance between two neighbouring O-atoms can be readily calculated. The 
distance in a horizontal direction is 3.083 A, in another direction 3.02, A; 
these values are only slightly greater than twice the radius (2.90 A) 
according to PAULING!), of the water-molecule. 


, 


§ 10. The influence of the thus grouped O-atoms upon the intensities of 
the reflexed X-ray-beams may also be computed. If these atoms are situated 
in the positions: 1/9, 0, 1/g; etc. their calculated influences are as follows: 


3030) 0 (6060) 0 (9090) +100% (12.0.12.0)0 (3360) —50 % 
6390)0)(9"3.2127.0) 0 (6.6.12 .0) —50 @ 

0002) 0 (3032) 0 (6062) 0 (9092) 0 (12.0.12.0)0 (3362) —87 % 
3362) +87 % 

6397)509(6392).0 (91.3. 12. 2)10) (93-12 ) 0 (GeGml2e2 \==s7o5 
Ge Omi) 87 9 


0004) —100 % (3034) 0 (6064) 0 (9094) 100% (12.0.12.4)0 
364) +50 % 

364) +50 %  (6394)0 (6394)0 (9.3.12.4)0 (9.3.12.4)0 
6.6.12.4) +50% (6.6.12.4) +50 %. 

(N.B. In this table a decrease of the intensity of a reflected beam with 
for instance 87 % of the total diffracting power of the O-atoms is denoted 
by: —87 %). 

Such reflections proved, indeed, to have very high intensities. On the 
oscillation-spectrograms they all showed a nearly maximal blackening of 
the film, so that the spectrograms were not suited for the study of the 
disparities occurring in the spots above mentioned. Therefore, still another 
oscillation-spectrogram was prepared with a shorter time of exposure, 
during which the crystal was oscillated round the direction [0001] through 
an angle of 60°. This spectrogram showed the following reflection-spots 
with the intensities indicated: 


(3030)8 (3360)3 (6060)6 (6390)7 (9090)7 (6.6.12.0)6 (9.3.12.0)7 
(12.0.12.0)5 


= = s Sle 
2 OC IAM EAA MS 1 
D (Ss, OAL ) Ave . 


TW) iL, IYNEILIUNG:, 72, ISGisisie, 72, Zt (II). 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIX, 1936. 17 


i 6 (6393) ) 9093) 2 
(3033)2 (3363)5 (6063) 2 en (9093) 

5 , Se ee zay4 (aS (4152) 2 
(3034)7 (3144)1 (4044)1 (3144)1 (3254)1 (3254)1 nse 2 (3364)7 


(3364)7 (6064) 6 (6394)5 (6.6.12.4)4 (6.6.12.4)4 (9.3.12.4)5 
(9.3.12.4)5 (9094)5 


These intensities generally seem to agree rather well with those which 
one might expect in accordance with the arrangement of the O-atoms 


suggested. The intensities of the reflections (3030), (6060), (9090), and 
(12.0.12.0), being 8, 6, 7 and 5 respectively clearly show the increase 
in intensity of the reflection (9090), Equally (3362) has a perceptibly 
lower intensity than (3362). The intensity of (3360) is very small, whilst 


(6.6.12.0) too is less intensive than for instance (9.3.12.0); etc. By 
another oscillation-spectrogram the small intensity of (0004) had already 
previously been proved. All these facts to a certain degree corroborate the 
very closely packed arrangement of the O-atoms supposed. At greater 
reflection-angles, however, this specific influence of the atoms was hardly 
any more noticeable. This may be partly accounted for by the more rapid 
decrease of the diffracting power of the O-atoms with increasing reflection- 
angles, compared to that of the Ni- and Sb-atoms, owing to the greater 
extension of the O-atoms. Besides this, also small deviations from the ideal 
arrangement will show their influence especially at great reflection-angles. 
Most probably these deviations also cause the remarkable difference in 


intensity of the beams reflected by (3361) and (3361), of which the latter 
could not be detected, even on spectrograms which had been exposed 
during a long time. 


§ 11. According to PAULING 1), who supposes the distance between the 
centres of the Ni-atom and the surrounding H,O-molecules to be equal to 
the distance Ni—NHs in the Ni(NH3),-complex 2), this distance may be 
assumed to be 2.40A. If the structure of the Ni(HjO)¢-complex be 
rigourously octahedral, the distance between two adjacent H,O-molecules 
belonging to the same complex then would be: 3.40 A; the distance between 
two such molecules belonging to different complexes, however, would be 
2.94 A, — which value agrees very well with the radius of the water- 
molecule: 1.45 A theoretically deduced. 

The dimensions of the Sb(OH) ,-complex are not known as yet. If the 
structure of the complex be assumed as exactly octahedral, only one 
parameter: the distance Sb—O within the complex has to be determined. If 


') L, PAULING, Z. Krist. 72, 482 (1930). 
7) R. W. G. WyckorF, J. Am. Chem. Soc. 44, 1239 (1922). 
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this distance were the same as that between Ni and O in the Ni(H2O) ¢- 
complex, the intensity of the reflections, excepted those of the type: 
(3m, 3n, 2p), would not be affected by the O-atoms, However, the great 


difference of intensity of the reflected beams of, for instance, (3361) and 
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Fig. 3. Structure-amplitude of the reflections (3361) and (3361) as a func- 
tion of various values of the distance Sb-O within the S6(OH)«6-complex. 


(3361) can only be explained by the influence of the said atoms. In fig. 3 
the structure-amplitude of these reflections is plotted as a function of 
different values for the distance Sb—O, when the diffracting power of the 
atoms is supposed to be proportional to the number of electrons contained 
in them. From this figure it may easily be seen, that the difference in 
intensity mentioned above seems to indicate that the distance Sb—O is 
considerably shorter than that between Ni and O in the Ni(H2O) ¢- 
complex. However, not too much value may be attached to this result, as the 
assumptions concerning the positions of the O-atoms cannot be rigorously 
true, for in this case the elementary cell would be a smaller one. 


SUMMARY. 


The structures of the antimonates of nickel and magnesium, crystallizing 
in the shape of hexagonal plates, — to which hitherto the formula: 
Me(SbO3)9.12H,O or Me(H2SbO,4)..10H20 was attributed, were 
investigated by means of X-rays. It was demonstrated that in their struc- 
tures the complex cations {Ni(H O).¢} and {Mg(H2O) 6} respectively and 


the complex anions {Sb(OH) ¢} are present. The formulae of these 
Mae 
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compounds, therefore, must be considered to be:{ Ni(H2O).¢} {S6(OH) 6} 
and {Mg(H,O),} {Sb(OH) ¢}2; these formulae were already previously 
suggested by PAULING, who based this hypothesis on the value of the 
co-ordination number of Sb in its O-compounds, as calculated from the 
ionic radii. 

About the further particularities of the structure mentioned, all data 
can be found in this paper. 

This investigation was carried out with the experimental resources and 
the means of the Laboratory for Inorganic Chemistry of the University. 


Groningen, Laboratory for Inorganic 
and Physical Chemistry of the University. 


Plantkunde. — Het voortkweeken van Hippeastrum langs vegetatieven 
weg. II. Door IDA LuyTEN. (Mededeeling N°. 46 van het Labora- 
torium voor Plantenphysiologisch Onderzoek te Wageningen.) 
(Communicated by Prof. A. H. BLAauw). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


In 1926 heb ik voor het eerst de methode om Hippeastrum langs 
vegetatieven weg voort te kweeken, besproken. Na de toen gepubliceerde 
onderzoekingen zijn nog vele proeven genomen: en wel over de optimale 
temperatuur waarbij de rokken moeten liggen om regeneratie te krijgen; 
over de beste wijze van oogsten der jonge bolletjes; over de breedte van 
de weefsel-zéne die regeneratie laat zien; over den ouderdom der te hollen 
bollen, over het snijden in plaats van hollen; over den gunstigsten tijd van 
het jaar om de Hippeastrumbollen te hollen. 

Deze gegevens wil ik alle hier bespreken, met de hoop, dat het zal 
kunnen bijdragen tot een groote zekerheid van de resultaten bij het hollen. 
Immers met deze gegevens moet het mogelijk zijn iederen bol vegetatief 
door holling voor te planten en wel zoo, dat men groote partijen van 
zuivere afstamming kan kweeken. Want niet alleen is het van belang, 
dat de door kruising verkregen mooie en waardevolle hybriden door 
vermeerdering vastgelegd en van een voortbestaan verzekerd worden en 
,op naam’ verhandeld kunnen worden, maar ook voor de geheele 
Hippeastrum-cultuur is het van gewicht dat we groote partijen telkens 
ontstaan uit één bol, verkrijgen. Het is mij n.l. gebleken, dat door de 
temperatuur invloed kan uitgeoefend worden, op het bloeipercentage. Om 
zulk een invloed nauwkeurig te kunnen vastleggen is het noodig, dat men 
proeven doet met gelijksoortige en met even oude bollen, om zoodoende 
de beste behandelingswijze te kunnen vaststellen. De resultaten van den 


invloed der temperaturen op het bloeiprocent zullen in een latere mede- 
deeling worden beschreven. 
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Voor ik de nieuwste resultaten meedeel, wil ik eerst nogmaals, aan de 
hand van foto’s, de methode van het hollen van Hippeastrum bespreken. 
Er doen zich namelijk in de praktijk bij het hollen moeilijkheden voor, die 
ontstaan, doordat men den te volgen weg niet nauwkeurig kent. Ook omdat 
het 1te stuk (1926) uitverkocht is, is dit wenschelijk. 


Draagt de bol loofbladen, zoo snijdt men deze af. Daarna neemt men 
met een holmesje de schijf uit den bol (Fig. 1): het zg. hollen. Deze 
naam is ontstaan doordat bij het wegnemen van de schijf een groote holte 
ontstaat zie Fig. 2, want de snede moet parallel loopen en zoo dicht 
mogelijk bij het bolle oppervlak van de schijf blijven. 


Het maken van deze snede is een kwestie van handigheid, die heel vlug geleerd is. Het 
gebeurt het beste met een enkelen haal van het holmesje. Dit holmesje heeft een dun 
gebogen lemmet, dat goed scherp gehouden moet worden. Het model van het mesje zien 
we heel duidelijk op de fig. 2, 3 en 4, waar het op de tafel ligt. (Type van der Lain, 
links- en rechtshandig model verkrijgbaar). Een gewoon zakmes is zeer af te raden. 


Dan halveert men den bol overlangs, parallel met het vlak van de 


loofbladen (Fig. 2). 


Men neme een flink groot mes om de snede zoo gaaf mogelijk te maken. 


Nu neemt men de rokken uit elkander, beginnende bij het midden van 
den bol (Fig. 3); mocht een rok niet direct loslaten, dan wordt een klein 
restantje van de schijf, waarop hij vastzat, nog met het holmesje wegge- 


nomen. 


Zulke weggesneden restanten van de schijf ziet men liggen naast den geholden bol in 


Me, 2. 


Daarna plaatst men de rokken half schuin met den bollen kant omlaag 
(onder) in vochtig fijn zand in bakjes, bijv. aardewerk zaaipannen en 
bedekt ze daarna met vochtig zand (Fig. 4), Dit iets schuin plaatsen heeft 
het voordeel, dat de rokken geheel door zand bedekt worden. Alleen 
wanneer de rokken heel lang zijn, steekt het bovenstuk iets boven het 


zand uit. 


Verschillende proeven zijn genomen met het plat neerleggen van de rokken met den 
hollen en met den bollen kant naar boven, bedekt door vochtig zand. Beide methoden 
brachten nadeelen mee. Door het neerleggen met de holle zijde naar boven, verzamelde 
zich in dit holle kommetje water, waardoor rotting plaats had. Bij het leqgen met den 
bollen kant naar boven komen de gevormde bolletjes dikwijls sterk in de verdrukking en 
worden of zoo in groei belemmerd of krijgen een slechten vorm. 


Alle boldeelen houdt men op 1 nummer. De smalle jonge bladen, die 
geheel in het midden liggen en ook de bloemknoppen, kan men wegdoen. 
Ze vormen geen jonge bollen. De schijf daarentegen wordt opgepot 
(Fig. 4) in voedzamen grond, met aarde bedekt en bij een bodem~- 
temperatuur van 95°28° C in de kas gezet. Op deze schijf ontstaan 


meestal 1—3 bollen. 
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Op fig. 1 zien we, dat de wortels afgesneden zijn. Bij latere proeven is gebleken, dat dit 
niet goed is. De geholde schijf wordt dus met de oude wortels opgepot. 


Nu plaatst men alle bakken bij 30° C. constant, donker of licht. 


Te plaatsen in een kamer, thermostaat, broedmachine of verwarmd tablet (WYMAN 
and NIXON 1934) van die temperatuur. Plaatst men ze bij 30° C. buiten, zoo zorge men 
er voor dat ze niet in de directe zon staan. Zelf gebruik ik een kamer van 30° C. 
constant, Ik plaats de bakjes altijd in een houten rand, waarop een glazen ruit ligt, zoodat 
de bakjes in een vochtige, luchtige ruimte staan. De glazen ruit neem ik uit practisch 
cogpunt, om met een oogopslag de bakken te kunnen controleeren. 


Het zand moet steeds vochtig gehouden worden. 


Wij spoten met een fijne sproeier om den anderen dag. Het zand mag niet te vochtiy 
worden, terwijl te ,,droog’’ de rokken doet uitdrogen en het regenereerend vermogen doet 
te loor gaan. 


Om de 3—414 week worden de bakjes gecontroleerd. 


Den Jsten keer na de holling doet men dit alleen om eventueele rotte randjes weg te 
pemen en het zand op juiste vochtigheid te kunnen controleeren. Immers van oogsten is 
niog geen sprake. Regeneratie is uiterlijk nog niet te zien. 

Na twee maanden zien we, dat aan de rokken bobbeltjes gevormd zijn 
(Fig. 4); een heel enkele maal gebeurt het maar, dat men nu ook al een 
bolletje wegnemen kan; na 3 maanden echter kunnen we meestal de eerste 
bolletjes rooien (Fig. 6). Men neemt met een klein scherp mesje de bolletjes 
van den rok af, steeds er voor zorgend, dat een zoo klein mogelijk gedeelte 
van den ouden rok meegaat (Fig. 7). 

De bolletjes, die nog wat zwak zijn, laat men aan den rok zitten en legt deze weer 
onder thet vochtige zand, Bolletjes met blaadjes worden er steeds afgenomen. Zijn de 
bolletjes sterk, dan hoeft men niet op het uitgroeien van het blad te wachten, voor men 
ze er afneemt. Sommige bolletjes hebben een wortel. De rokken blijven er maanden lang 
gezond uitzien. Sommige houden het een jaar uit voor ze weggerot zijn. 

De bolletjes worden nu in voedzamen grond opgeplant (Fig. 7) en 
voorloopig, tot ze sterk genoeg zijn, in de kas onder glas (temp. grond 
25°—28° C., lucht 25°—26° C.) opgekweekt. Een jaar na den holdatum 
zien ze er uit als in Fig. 8, weer een jaar later als in Fig. 9. Fig. 10 geeft 
een overzicht van het bloeien van een gedeelte van een zuivere partij, 
geoogst van één bol. 


De temperatuur, waarbij de beste regeneratie optreedt. 


Dat een hooge temperatuur naast vochtigheid voor goede regeneratie 
noodzakelijk is, bleek reeds bij de bollen, die we in 1922 holden (LUYTEN 
1926). Immers daar gaf 27° C. betere resultaten dan 20° C, en 23° C. Dat 
echter 30° C. weer meer opbrengst geeft dan 24° C. en 27° C., blijkt in 
1924. De bollen werden op 24 Dec. '23 gehold; de rokken van telkens 
8 geholde bollen werden bij deze 3 temperaturen in een vochtig mengsel 
van turfmolm en zand bewaard. Tot 3 Juni bleven ze bij de 3 temperaturen, 
daarna werden de proeven van 24° C. en 27° C. door gebrek aan ruimte 
naar 30° C. overgebracht. Op 21 October werd alles opgeruimd; eigenlijk 
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nog ontijdig, maar door een verzuim was de grond te droog geworden., 
waardoor de rokken te veel uitgedroogd waren en kans op regeneratie 
uitgesloten was. 

Daar de grootte van de geholde bollen nogal uiteen liep, is in Tabel 1 
achter ieder nummer het gewicht van den bol in gr. opgegeven ter onder- 
linge vergelijking. Het blijkt, dat tot 3 Juni bij 30° veel meer bolletjes 
gevormd zijn n.l. 95 stuks (gemidd. dus per bol 11.8 stuks); 27° C. gaf 
40 bolletjes uit 5 bollen (gem. 8 stuks per bol) en 24° C. bracht 70 bolletjes 
(gem. 8.7 stuks per bol). Dat er bij 27° C. minder zijn gevormd dan bij 
24° C. vindt zijn oorzaak in het niet regenereeren van 3 bollen. Het aantal 
gevormde bolletjes was wellicht grooter geweest, wanneer in de bakjes 
vochtig fijn zand was gebruikt om de rokken in te steken. Het turfmolm- 
en zandmengsel wordt n.|. heel gauw schimmelig, en juist bij 27° C. hebben 
wij steeds schimmels moeten opruimen. Dat ook het steeds bij 30° C. 


TABEL 1. 
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staan gunstig werkt, bewijst de oogst van Juni—October. In die maanden 
werden er bij 30° C. nog 9 stuks per bol bijgevormd, terwijl 24° C. en 
97° C. het niet verder dan 5 en 4 brachten. Bij 30° C. zijn dus gemiddeld 
21 stuks per bol gevormd. Er zal nu nog onderzocht worden of hooger 
dan 30° C. een nog gunstiger effect heeft. 


Beste wijze van oogsten van de kleine bolletijes. 


Van 26 Nov. 1924-19 Oct. 1925 werden in tegenstelling met de 
proeven in 1923 de rokken niet om de 3—4 weken opgenomen, maar werd 
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besloten de rokken stil te laten liggen. Alleen in Juni en aan het eind 
der proef (tegen Oct.) zouden de jonge bollen van de rokken worden 
afgenomen en opgepot worden. Als substraat werd fijn vochtig zand 
gebruikt, temperatuur 30° C., afgedekt door glas, maar zoo, dat voldoende 
lucht bij de bakjes kon komen, om verstikking te voorkomen. Daar de 
proeven in de kas stonden, konden de blaadjes zoodra ze boven het zand 
kwamen, assimileeren. In het geheel werden 18 bollen gehold. Het resultaat | 
was echter veel minder bevredigend dan in 1924. Toen werden bij 30° C. 
gemiddeld per bol 21 bolletjes geoogst (in 1926 met de methode 1923—24: 
16 en in 1927 38 stuks); dit jaar (1925) echter maar 10 stuks. Daarbij 
kwam nog, dat de geoogste bolletjes bijna alle roode rottingsplekjes had- 
den. Na de oogst stierven nog vele bolletjes, zoodat ongeveer de helft 
overbleef. Heel veel bolletjes konden niet eens opgepot worden, daar bij 
het oogsten bleek, dat ze bijna geheel weggerot waren. Alleen de buitenste 
rok was nog maar over. Deze bolletjes hadden in een ongunstigen stand 
gelegen, bijv. bij wegrottende oude rokken (terwijl anders bij de 3—4 
weken contréle steeds de oude rotte weefsels werden weggenomen). Deze 
infecteerden de kleine bolletjes en deden ze in groei stilstaan. Pot men 
de bolletjes direct, wanneer ze groot genoeg zijn, op (bij de 3—4 weken 
controle) dan komen ze geheel gezond meestal spoediger in voedzameren 
grond aan den groei en nemen snel in dikte toe. Behalve dat door weg- 
rotting de oogst kleiner is, worden er ook minder bolletjes op iederen rok 
gevormd. Het gevormde bolletje zuigt den rok geheel leeg. Neemt men 
een jong bolletje vlug weg, dan gaat de rok daarentegen door met nieuwe 
kleine bollen te vormen. De methode van ,,laten staan” is dus zeker af 
te raden. 


Grootte en ouderdom der bollen. 


De dikte van den bol, dien men holt (di. dus de ouderdom) is ook 
van groot gewicht voor de opbrengst. In Tabel 2 is behalve het aantal 


TABEL 2. 
art lege Geni 
Ouderdom) ~°”7° Oogst |} Ouderdom SHEN: Oogst || Ouderdom Sawer Oogst 
in gr. in gr. in gr. 
Sl ee eee 
1 jr.5 mnd. 24 2 2 jr. 5 mnd. 106 8 3 jr.5 mnd, 221 16 
23 2 i 75 5 5s 223 25 
15 2 62 8 177 9 
10 — ; 76 8 176 23 
12 3 67 10 169 9 
19 3 69 9 ; 168 2 
13 1 81 1 326 22 
1.8 stuk per bol 7 stuks per bol 15.1 stuks per bol 
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bolletjes, dat in het geheel van 1 bol geoogst wordt, ook de ouderdom 
en het gewicht van den geholden bol, opgegeven. Uit deze tabel leest men 
af, hoe ongeveer de verhouding van de opbrengst van de verschillende 
groepen kan zijn. Bij de bollen, die 1 jaar en 5 mnd. oud zijn, wordt 
gemiddeld 1.8 bolletje per bol geoogst, van 2 jaar en 5 maanden 7 stuks 
en van 3 jaar en 5 maanden 15.1 bolletjes. We merken op, dat men beter 
oudere bollen kan hollen dan jongere. Wil men echter in een zoo kort 
mogelijken tijd van 1 bol een groote partij maken, dan kan men de 
nakomelingen, zoodra die 75—100 gr. wegen weer hollen. Dan kan men 
gemiddeld het aantal geholde bollen met 7 vermenigvuldigen. Wacht men 
echter 1 jaar langer, dan oogst men de dubbele hoeveelheid. 

Om een ander voorbeeld te noemen: Ik heb een bol, die 374 gr. woog 
en een klister van dien bol, die in het voorafgaande jaar gevormd was 
en die 49 gr. woog, gehold. De moederbol gaf 150 jonge bolletjes, de 
klister 8. De oude bol gaf dus in dit geval zelfs meer dan het veelvoud 
in gewicht. 


Snijden der bollen. 


Behalve hollen kan men de bollen ook snijden. In 1927 heb ik 6 bollen (ge- 
zaaid in '23, gewicht 230, 150, 150, 178, 175 en 150 gr.) 3 elkaar kruisende 
sneden toegebracht, van boven af tot aan de schijf. Drie bollen werden in 
vochtig zand bij 30° C., de 3 andere in gemesten grond in de kas bij 24° C. 
gezet. In beide proeven kreeg ik van 3 bollen maar 7 jonge bollen, die 
echter grooter waren, dan de oogst van de geholde bollen op denzelfden 
tijd. 

TRAUB (1933, 1934) heeft ook de methode van het snijden geprobeerd. 
Wanneer hij den bol in vieren deelt (of tot half weg de schijf, of geheel 
in vieren) krijgt hij ook geen groote oogst (van 10 bollen 43 stuks). 
Wanneer hij echter de bollen in veel meer stukken verdeeld, krijgt hij 
mooie resultaten (1935). Hij doet dit snijden op zeer eenvoudige wijze. 
Eerst verdeelt hij den bol door verticale sneden in 16 gelijke stukken, 
daarna wordt ieder zestiende door horizontale sneden door het stukje 
schijf in zessen gedeeld, zoo dat ieder partje dus uit een gedeelte van de 
schijf met rokken bestaat. Wanneer hij den bol in 32 stukken verdeelt, is 
zijn gemiddelde per bol 20 stuks, in 96 stukken verdeeld gemiddeld 47 stuks 
per bol. TRAUB zegt dat de jonge bollen in den oksel van de rokken 
ontstaan. Bij de hol-methode ontstaan als regeneratie knobbels op of 
dichtbij de basale wondvlakte. Ook HEATON (1933) maakt melding van 
een snij-methode met goede resultaten. Wel legt HEATON er den nadruk 
op, dat men van bollen moet uitgaan, die makkelijk klisters vormen. 

Wanneer men echter bollen heeft, waarvan men niet weet of ze makkelijk 
vegetatief zullen zijn voort te planten, is het wellicht aan te raden de 
hol-methode zooals ik die hier beschreef, toe te passen. Door het hollen, 
dus wegnemen van de schijf, snijdt men nl. de geheele basis van de 
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rokken aan, d.i. de plek waar de jonge bolletjes zich snel zullen vormen. 
Men heeft op deze wijze veel meer kans op de vorming van de bolletjes 
dan wanneer men den rok aan de schijf laat zitten. Te meer daar men 
bij de snij-methode op sommige tijden van het jaar, direct na den bloei 
(TrauB 1935) last kan hebben dat de rokken insterven; men houdt dan 
alleen het stukje schijf over, waardoor de oogst sterk terugloopt. Het zal 
goed zijn om deze 2 methoden aan bollen, die vegetatief uit een bol 


ontstaan zijn, onderling eens te toetsen. 


De grootte van de meristematische zone. 


In aansluiting hieraan kan ik nog mededeelen, dat ik nagegaan heb, 
hoe hoog de meristematische zone is. Ik onderzocht 4 bollen, die ik in 
vieren deelde: 14 holde ik normaal dus vlak bij de schijf, van de andere 
kwart-gedeelten sneed ik 0.5 cm, 144 cm en 2144 cm van de rokken af. 
Alleen het 14 gedeelte dat normaal gehold was, gaf jonge bolletjes. Men 
weet dus zeker dat boven 0.5 cm geen regeneratie optreedt. Vroeger vond 
ik, dat bij 0.3 cm nog jonge bolletjes gevormd werden (1926). De grens 
van het meristematische weefsel moet dus liggen tusschen 0.3 en 0.5 cm. 
Hoe zorgvuldiger men de schijf wegneemt, dus hoe meer weefsel men aan 
de rokken laat, des te beter kans op goede resultaten. 


De gunstigste tijd van het jaar om te hollen. 


Ook de tijd van het jaar, waarin men de bollen holt, is van grooten 
invloed. TRAUB (1935) heeft bij het snijden van de bollen dit ook onder- 
vonden. Tot 1929 heb ik altijd eind Nov.—begin Dec. gehold, maar uit 
proeven, die ik in 1929/'30 nam, bleek wel, dat de maand, waarin gehold 
wordt van grooten invloed op de opbrengst is. Eind 1929 werden 24 bollen 
van zuivere afstamming, dus afkomstig van 1 geholde bol (15 Dec. ’25) 
op gelijk gewicht uitgezocht. De bedoeling was om iedere maand gedurende 
het jaar telkens 2 bollen te hollen. Begonnen werd op 19 Dec. De voorraad 
stond van 18 Oct. af bij 23° C. om de gebruikelijke rustperiode door te 
maken. Successievelijk gingen ze, als bloemknoppen te voorschijn traden, 
naar de kas. Tot 22 Maart werden echter steeds bollen gehold, die bij 
23° C. stonden en dus geen loofbladen hadden. Eind Maart werd het 
restant ook in de kas opgeplant. In den zomer stonden zij volop in blad. 
Op 1 Sept. kregen ze geen water meer, op 1 Oct. werden de bladen 
afgesneden. Eind October stonden ze weer bij 23° C. In tabel 3 kan men 
de verschillende holdata en de oogst van iedere maand door aftrekking, 
vinden. Uit het totale aantal gevormde bolletjes in de voorlaatste kolom 
zien we, dat de bollen 11—20 de grootste opbrengst hebben gegeven, d. z. 
dus de bollen die gehold zijn in Mei, Juni, Juli, Aug. en Sept. Het blijkt 
dus, dat de bollen wanneer ze een tijd aan den groei zijn en flink geassimi- 
leerd hebben, in een conditie komen, die betere regeneratie geeft. En dat 
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TABEL 3. 


De tot genoemde data in totaal geoogste bolletjes van op verschillenden tijd geholde bollen. 
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deze conditie nog doorgaat in den tijd, dat ze pas weer droog worden 
gezet. Immers 1 Sept. kregen ze geen sproeiing meer. Daarna (21 October) 
neemt het aantal weer af. Ook is het aantal maanden, dat ligt tusschen 
holling en oppotting van den 1te” jongen bol van Mei tot September over 
het algemeen het kleinste. 

Uit het voorafgaande blijkt dus, dat wanneer men de holling uitvoert 
zooals die beschreven is: uitgaande van flinke bollen, hollend in de maan- 
den Mei—September en er daarbij voor zorgend 30°C. constant te 
houden, vochtig zand te nemen en de bakjes tegen uitdroging onder glas 
te zetten, men van goede resultaten verzekerd kan zijn. 
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Summary. \ 
Vegetative cultivation of Hippeastrums. II. 


Good results will be assured if scooping is performed as described (for 
an extensive report see LUYTEN 1935) i.e. starting with good-size bulbs 
and scooping in the months of May to September (northern hemisphere). 
The scales should then be kept at a constant temperature of 30° C, and 
in moist sand, being careful to protect the flats against loss of moisture 


by covering them with a pane of glass, or by placing them in a shady place 
out of doors. 
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Botany. — On the influence of glucose on auxin production by the root 
tip of Vicia Faba. (Preliminary note.) By M. H. vAN RAALTE. 
(Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


The problem of the occurrence of auxin in root tips has been largely 
solved by the work of BoySEN JENSEN (1933). He demonstrated that, 
whereas root tips which were put on pure agar dit not give off any auxin, 
a considerable amount diffused into the agar if it contained 10 per cent 
of glucose. By using this glucose agar he was able to test directly and to 
confirm CHOLODNY’s theory on the geotropism of roots ( CHOLODNY 1927). 

The present investigations concern the nature of this glucose action on 
the diffusion of auxin out of the root tip. 

At first BoYSEN JENSEN (1933) thought that the root tip did not contain 
sufficient plastic materials to produce auxin. After he had discovered that 
mannite had the same influence as glucose, he changed his opinion: “Weil 
Mannit von der Wurzelspitze wohl kaum verarbeitet wird, darf man wohl 
annehmen, dasz die Bedeutung der Dextrose beim Abfangen des Wuchs- 
stoffes physikalischer Natur ist; vielleicht ist der Kontakt zwischen 
Wurzelspitze und Agar besser, wenn in dem letzteren ein wasser- 
anziehender Stoff, wie Dextrose oder Mannit, vorhanden ist.’ (1933, p. 348). 

THIMANN (1934, p. 33) concludes from his experiments that ‘‘growth 
substance is not produced in the root tip, but merely accumulates there by 
the polarity of its transport’. According to him, the action of the glucose 
is a purely osmotic one, the auxin being drawn backward in the direction 
opposite to the polarity in the root. 

CHOLopDNY (1934) states that root tips to which a little gelatine, 
containing glucose and diluted KNop solution, has been applied still go on 
giving off auxin 5—6 hours after they have been cut, whereas the auxin 
production of tips without that gelatine has ceased by that time. From this 
fact he concludes that the glucose acts as a food substrate. 

In the present paper will be shown that glucose can influence the amount 
of auxin diffusing out osmotically as well as by increasing the auxin 
concentration in the root tip. 


1. Influence of different glucose concentrations. 


A 3 per cent agar was mixed up with different amounts of glucose and 
cut into discs of the ordinary size (8 X 6 X 0.9 mm). On each disc 10 root 
tips of Vicia Faba were placed, which remained there for two hours. 
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Subsequently the tips were removed, the agar discs cut into 12 equal 
blocks, which were put on Avena coleoptiles for analysis. The results of 
four different experiments are shown in table 1. 


TABLE I. 


Influence of different glucose concentrations on the auxin output of root 
tips. Length of tips: 3 mm. Each figure represents the mean cuivature of 12 
Avena plants. 


Glucose concentration Expt. | Expt 2 Expt Exp teee 
) i 22 Og ie 
1 per cent Se Be Be 6° 
3 per cent (a (fe 8° Og 
5 per cent (fe gs ites — 
10 per cent ge 135 ae 14° 
15 per cent OF 8° 10° ils 


It is shown in table 1 that 3 per cent glucose already has a distinct 
influence on the amount of auxin yielded by the tips. ‘Ten per cent proves 
to be the optimal concentration, whereas the curvature caused by the blocks 
containing 15 per cent of glucose is decidedly less. This latter phenomenon 
is probably due to the osmotic attraction of water out of the coleoptile by 
the high glucose concentration, since in a few blank experiments with agar 
containing 15 % of glucose without auxin positive curvatures were obtained. 
These experiments do not give any evidence in favour of CHOLODNY’s, 
neither of THIMANN’s opinion. 


2. Osmotic influence. 


If THIMANN’s opinion that glucose attracts the auxin osmotically is 
right, it must be possible to obtain the same effect with inorganic salts. 

Experiments were carried out with different salts, added to 3 % agar 
in such amounts that the concentrations were isotonic with Ocier ieee ear 
10 per cent glucose. Tables 2 and 3 give some of the results. 

Tables 2 and 3 show that more auxin diffuses into agar containing 
BaCly or KCl than into pure agar. The experiments show rather large 
differences, according to the sensitivity of the Avena test plants changing 
daily (variations of the ‘Standart’; see KOGL and HAAGEN Smit). These 
variations, however, do not interfere with our results, as only the figures 
of each separate experiment (vertical row) have to be compared. These 
figures give clear evidence of the osmotic attraction effected by the salts 
upon the auxin in the tip. Similar results were obtained with agar containing 
a mixture of Ca(NOs)» and KNOs in different concentrations. 
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TABLE 2. 
Influence of KCl. 7 Root tips of Vicia were placed on agar. After 214 hours 
the tips were removed and the agar was analysed. Length of the tips: 3 mm. 
Each figure represents the mean curvature of 12 Avena plants. 


Concentration in agar Expt. | Expt. 2 
KC] isotonic with 0.19/9 glucose 0° De 
KCl isotonic with 1 9 glucose De 12 
KCl isotonic with 3 9/9 glucose 8° | Ge 
KCl isotonic with 5 9/9 glucose 12S — 
KCl isotonic with 10 9 glucose | ha Tae 
19/9) glucose | 52 Be 
50/) glucose | 16° 10° 
TABLE 3, 


Influence of BaCle. 7 Root tips of Vicia remained on agar during 2 hours 
or 214 hours. Length of the tips: 3 mm. Each figure represents the mean 


curvature of 12 Avena plants. 


a 


Concentration in agar Expt. 1 Expt Expt. 3 Expt 4 
ee 
BaCl, isot. with 1%/p glucose | = igh (Ss 9° 
BaCl, isot. with 22/9 glucose Be 10° il = 
BaCl, isot. with 3/9 glucose 5e ils? OF De 
BaCl, isot. with 59/p glucose lie Bs 0° 6° 
BaCl, isot. with 79/9 glucose | 5° me 2° 32 
BaCl, isot. with 90/) glucose 6° 9 | = 5° 
Pure agar | Da 6° ie ie 


3. Glucose increases the auxin concentration in the root tip. 


Although the above-described experiments seem to explain the glucose 
effect satisfactorily, there were two phenomena which gave rise to the 
idea that this explanation could not be exhaustive. Firstly, in some 
experiments, in which the influence of salt and glucose were compared, the 
latter substance proved to have a greater effect than salt agar of an 
isotonic concentration. The second phenomenon can be seen from table 4. 
Here the amounts of auxin are compared, which diffuse out of root tips 
remaining on glucose agar during the first and the second hour after they 


have been cut off. 
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TABLE 4. 


Tips of Vicia roots were cut off. On each agar disc 12 tips were put. 

These were removed after one hour and placed on a new agar disc, 

containing the same glucose concentration as the first. After another hour 

the auxin content of the first and the second agar disc were compared. Each 
figure represents the mean curvature of 12 Avena plants. 


Auxin diffusing into agar during: 


Concentration of 


glucose in the agar first hour second hour 
0 BE 12 
19/ 2° 4° 
30/y 4° 6° 
50/, 3° g° 
100/ aye pe 
150/y 1° 6° 


The amount of auxin obtained during the second hour proves to be 
considerably higher. This, however, could hardly be the case if the glucose 
acted only by osmotic attraction, This action would start immediately after 
the tips had come into contact with the agar, and one would expect the 
auxin concentration in the tip to decrease as the auxin was diffusing out. 
Then, however, the amount of auxin in the second block could at most 
be equal, but by no means more than in the first. 

In order to decide whether or not the auxin concentration in the tips 
decreased during the time they remained on agar, ether extractions were 
made. The technique is similar to that described by K6GL and HAAGEN 
Smit (1931) and by THIMANN (1934). 

In short the procedure is as follows: root tips were put on pure agar 
or on agar containing 10 % of glucose. After a few hours the tips were 
removed. Different numbers were immersed in peroxide-free ether, acidified 
with HCl and thoroughly ground together with sand. The ether was 
separated off and evaporated on a water bath. The residue was dissolved 
in 0.3 cc of water. Two agar discs were immersed in this solution and 
remained there sufficiently long to allow the auxin to diffuse through 
equally. Then the auxin content of the discs was tested with Avena plants. 
Table 5 shows the results. From column 3 can be seen that of the tips which 
had to be compared not the same number was extracted. The reason of this 
lies in the restricted range of auxin concentrations which can be analysed 
with Avena plants. If the concentration is too high, an increase of it 
does not give a corresponding increase of the curvature (limit angle of 
F. W. WEnT). In order to avoid this complication, in each experiment 
different numbers of root tips were extracted, the extracts obtained, in this 
way always giving at least one result below the limit angle. The latter is 
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given in column 4. The figures in the fifth column are derived from those 
in columns 3 and 4, They represent the ratio between the auxin content of 
tips from glucose agar and from pure agar, calculated for equal numbers 
of tips. 


TABLE, 5. 


Extraction with ether of root tips, which had remained on agar containing 
10% of glucose or on pure agar, Length of the tips: 5 mm. 


Expo dips fom Number of tips Mean curv. of ee 
extracted test plants 
pe i ll ee ee 
1 glucose agar | 10 Soil 
pure agar | 50 | 6.9 35 Il 
| 
2 glucose agar | 15 | Om 
pure agar 25 | a3) 3.0 
3 glucose agar | 30 HORS 
pure agar 50 8.0 Bes) 
4 glucose agar | 30 4.0 
pure agar | WS) Rofl Sod 
| 
5 glucose agar | 5) Be 
pure agar US 8.1 7140) 
6 glucose agar 15 Zak 
pure agar 50 LY Bod 
| 


Column 5 clearly shows that in the tips from glucose agar the auxin 
content is much higher. This fact makes it very probable that in the root 
tips of Vicia Faba the auxin does not merely accumulate, as was accepted 
by THIMANN, but that new auxin may be actually produced. 

Whether this also occurs in salt agar, is still to be investigated. The 
experiments are still being continued; a more detailed report will be 
published later on. 

The experiments have been carried out in the Botanical Institute of the 
University of Utrecht. The author is very much indebted to the late 
Professor F. A. F. C. WENT and to Professor V. J. KONINGSBERGER, the 
present director, for their constant interest and criticism. 


Utrecht, January 1936. 
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Pharmacology. — The effect of medicines on auricular fibrillation. I. 
Experimental researches on the influence of hydroquinine, hydro- 
quinidine, quinine and hydroquinidine-free quinidine on auricular 
fibrillation of cats1). By S. DE BoeR and H. H. J. HoOLtTKAmp. 
(Communicated by Prof. C. U. ARIENS KAPPERS.) 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


In 1914 WENCKEBACH published two cases of auricular fibrillation in 
man which were cured by means of quinine. Later, however, he had little 
success with this method. In 1918 Frey found quinidine to be more active. 
From that time onward quinidine is commonly used in special cases of 
auricular fibrillation. 

We examined the effect of 27 different compounds of the cinchona 
alkaloids on auricular fibrillation of the heart of cats, These substances 
were prepared for us in the research department of the ‘“Amsterdamsche 
Chininefabriek”’. 

The experiments were carried out as follows: The cat was narcotized 
with ether, artificial respiration was applied, the thorax and the pericardium 
opened. Then the ventricular frequency was determined and the minimum 
faradic stimulation which produced after-fibrillation for the auricles. 
Subsequently 1—5 mgr. of the preparation was injected into the vena 
jugularis externa and we observed whether during faradic stimulation of 
the same strength still auricular fibrillation set in and also whether after- 
fibrillation manifested itself. If no fibrillation arose, the stimulus was 
increased and it was observed at which strength of the stimulus it still 
occurred, Then every 5 minutes 5 mgr. of the substance per kilogramme 
of the cat was injected intravenously and each time the frequency of the 
ventricular beats was observed and stated whether, and if so at which 
coil-distance, still fibrillation and after-fibrillation respectively arose. 

In our experiments we obtained the best results with hydroquinine, while 
hydroquinidine also produced a very good effect. A far less favourable 
result was obtained with common commercial guinine which now only 
contains traces of hydroquinine and the hydroquinidine-free quinidine. 

Common commercial quinidine, which contains about 20 % of hydro- 
quinidine, ranges in its effect on experimental auricular fibrillation between 
hydroquinidine and hydro-free quinidine. Of all substances the hydro- 
chloric salts were used in 1 % solution. 

The following tables may illustrate this. 


') These experiments were made between June 1935 and February 1936 in the 
Pharmacological Laboratory of the University of Groningen. 
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HYDROCHLORIDUM HYDROQUININAE. 
Weight of the cat 3500 Gr. 


Fibnilanon 


Mgr. per kg. cat Ventricular 
ae frequency See ene Paitcn 

0 200 120 + constantly 
5 144 0 0 0 
10 140 0 0) 0 
15 136 0 0 0 
20 136 0 0 0 
25 120 0 0 0 
30 il? 0 0 0 
35 104 0 0 0 
40 1) 0 0 0 
55) 104 0 @) 0 
50 100 0 0 0 
55 96 0 0 0 
60 92 0 0 0 
65 76 0 0 0 
70 12 0 0 0 
75 68 0 0 0) 
80 68 0 0 0 
85 64 0 0 0 
90 ih 


The first 5 mgr. were injected during constant after-fibrillation, with 
the result that 30 seconds after the injection the auricular fibrillation gave 
way to the normal rhythmic activity. This same phenomenon was also 
observed in four other cases. We even were able in several cases to make 
constant after-fibrillation disappear several times by means of | mgr. of 
hydroquinine, injected intravenously. 


HyDROCHLORIDUM HYDROQUINIDINAE. 


Weight of the cat 3100 Gr. 


Mgr. per kg. cat Ventricular 
intravenously frequency 

0 152 
5 140 

10 140 

15 140 

20 60 

75) 24 

30 cig 


Coil distance 


155 
155 
140 
0 
0 
0 


Fibrillation 
during 
stimulation 


After- 
fibrillation 
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In this experiment the 2—1 ventricular rhythm set in after injection of 
20 mgr. of hydroquinidine, the 41 ventricular rhythm after injection 


of 25 mgr. 


HYDROCHLORIDUM QUININAE. 
Weight of the cat 3300 Gr. 


Wamsley Se | eae Coil distance | icra After-fibrillation 
intravenously frequency during stimulation 
a 
0 200 155 + Susece 
5 140 155 =— 1 
10 52 155 = 0 
15 128 110 == 0 
20 84 0 0 0 
25 44 0 0 0 
30 ii 


HYDROQUINIDINE-FREE QUINIDINE 
Weight of the cat 3100 Gr. 


iw Fibrillati 
Mee per kg. cat Ventricular Colledisteinee ; seibtrngoit River forilauen 
intravenously frequency during stimulation 
0 128 155 + 1/> sec. 
5 160 155 + 1 min. 
10 140 140 + 2eseck 
15 120 0 4- 0 
20 120 0 0 0 
25 cil 
HyYDROCHLORIDUM QUINIDINAE (common commercial). 
Weight of the cat 2500 Gr. 
Mgr. per kg. cat | Ventricular ae Fibrillation 
intravenously frequency ci oee during stimulation eos 
Cyn 200 155 a8 3—5 sec. 
5 132 140 -- =D eee. 
10 | 112 90 + constantly 
15 140 0 0 0 
20 60 0 0 0) 
25 oF 
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It should be remarked here that the quinine prepared according to the 
Pharmacopeia Neerlandica V only contains traces of hydroquinine and 
that formerly far more by-products were present. The quinine prepared 
according to the Pharmacopeia Neerlandica II, for example, contained 
3% of hydroquinine and 5 % of cinchonidine. 

Completely hydroquinine-free quinine will yet be prepared, so that we 
shall be able to experiment with it later. 

The question now presents itself why the hydro-compounds produce a 
better effect than the hydro-free compounds. This phenomenon may 
perhaps be wholly or partly explained by the fact that the hydro- 
compounds are far stronger, more stable compounds than the hydro-free 
ones. The latter may already be partly decomposed in the body 
before they could have any effect. In experimental malaria hydro-compounds 
also have a stronger effect than hydro-free compounds. In all probability 
this factor plays a part here also. 

In our experiments, at any rate, we could in case of bird's malaria obtain 
a far stronger reaction with hydroquinine than with quinine. We even 
were able to sterilize infected canaries completely by means of hydro- 
quinine, so that a new infection was once more effective. 

Consequently we have obtained in hydrogquinidine and hydroquinine 
two substances which, at any rate on auricular fibrillation of cats, produce 
a much better effect than quinidine and quinine. 

We therefore determined the toxicity of these two substances with 
regard to quinine and quinidine. In the first place we experimented on mice 
and determined how much of the substance to be investigated was 
maximally tolerated after subcutaneous injection. The results are the 


following : 
Hydrochloridum quininae. 200 mgr. per-kg. mouse subcutaneously. 
ae Tee Goa aapaascesd 1 dead. 
Hydrochloridum quininae. 300 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
ETM ES. dnbonascanesant no dead. 
Hydrochloridum quininae. 400 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
A Vicente cetmenae 3 dead. 
Hydrochloridum quinidinae. 300 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
A eerank (es waberoon Grae aa 1 dead. 
Hydrochloridum hydroquinidinae. 200 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
AM MNICE ace neem: no dead. 
Hydrochloridum hydroquinidinae. 300 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
A. Wii Cemtean ssnceeecm 4 dead. 
Hydrochloridum hydroquininae. 200 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
Gh Tee “joenpe cgongcace 1 dead. 
Hydrochloridum hydroquininae. 300 mgr. per kg. mouse subcutaneously. 
(Uy Bath = saqgReeeoor pcg 3 dead. 


After that experiments were made on canaries. Here it appeared that of 
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the hydroquinidine, administered per os, 214 mgr. per 20 gr. of the bird 
was just tolerated. 

Of hydroquinine and quinine, administered per os, 5 mgr. per 20 gr. of 
the bird was just tolerated. 

In these observations also it appeared that hydroquinidine is much more 
toxic than hydroquinine or quinine. These results also show that hydro- 
quinine seems more suitable to repress auricular fibrillation than hydro- 


quinidine. 
Conclusions. 


WENCKEBACH had no great success with quinine in the treatment of 
auricular fibrillation. In his book of 1914 he mentioned only two cured 
cases, though he used it several times, It lasted till 1918, when FREY found 
that quinidine had a far better effect. Now it is obvious that the results 
of Frey and WENCKEBACH are largely due to the by-products and less to 
the substances themselves. Common commercial quinidine namely, contains 
about 20% of hydroquinidine, while the hydroquinidine-free quinidine 
shows a far weaker reaction than the hydroquinidine. The effect of the 
guinidine, therefore, would for the greater part be caused by the presence 
of hydroquinidine. But also the poor results obtained with quinine by 
WENCKEBACH before 1914 can, in our opinion, be better understood in the 
light of our researches, Nowadays only traces of hydroquinine are present 
in quinine, but in the quinine prepared in former days far more byproducts 
occurred. Thus the quinine prepared according to the Pharmacopeia Neer- 
landica V only contains traces of hydroquinine, whereas in quinine prepared 
according to the Pharmacopeia Neerlandica II and corresponding pharma- 
copeiae 3% of hydroquinine and 5% of cinchonidine is present. Now 
hydroguinine produces a very good effect on experimental auricular 
fibrillation and in two experiments made with cinchonidine we likewise 
obtained a very good anti-fibrillation reaction. It is likely, therefore, that 
the presence of the by-products hydroquinine and cinchonidine in the 
quinine have contributed to WENCKEBACH’s — though small — success. 
According to this explanation FREY would, therefore, have obtained a good 
success with his quinidine because so much hydroquinidine (20 %) was 
present in it. The less great success of WENCKEBACH should then be 
attributed to the fact that in the quinine also active by-products were 
present, but in a far smaller percentage (8 %). 

In the light of these researches we also understand why WENCKEBACH 
sometimes saw effect and at other times he did not. The preparations, 
namely, may have varied as to their content of by-products. 5 

It may also be better understood now why often such large doses of 
quinidine are required to stop auricular fibrillation, Indeed only 1/; of this 
substance produces a good effect, 4/5 has a far weaker effect. 

On account of the researches described above it is obvious that in future 
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quinidine probably will have to give way to hydroquinine or hydro- 
quinidine in the treatment of auricular fibrillation and perhaps also of 
corresponding affections, such as flutter, paroxysmal tachycardia, extra- 
systole. 

At our request it will already now be used in the clinic in case of 
auricular fibrillation. 


Embryology. — Gebiss- und Zahnentwicklung bei der Irisforelle (Salmo 
irideus). III]. Oberkiefer. Von B. VAN DER EYKEN. (Communicated 
by Prof. M. W. WoERDEMAN.) 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Auf die Zahne des Zwischenkiefers folgen, mit einem kleinen Zwischen- 
raum, die Elemente des Oberkiefers, mit welchen wir uns in dieser dritten 
Mitteilung beschaftigen werden. 

Das Embryo E 1) besitzt beiderseits eine einzige Oberkieferzahnanlage, 
welche sich noch im Papillenstadium befindet und kein Dentin zeigt. 

Im nachst alteren Stadium F sind links zwei Elemente vorhanden, von 
denen das mesiale schon ein Scherbchen Dentin besitzt und das distale 
eine kleine, auf zwei Schnitten sichtbare, Papille darstellt. Rechts im 
Oberkiefer fehlt die distale Anlage und ist nur das mesiale dentinhaltige, 
Zahnchen angelegt. 

In der Larve H ist die Oberkiefergebissanlage links und rechts ebenfalls 
ungleich schnell verlaufen, weil wir auf dem linken Maxillare drei Elemente 
antreffen, wahrend rechts schon vier vorhanden sind. 


Links enthalt der meist mesiale Zahn schon einen derben Dentinmantel, der mittlere 
ist auch schon gut entwickelt und es ware zu erwarten, dass seine Odontoblasten bald 
mit der Dentinbildung angefangen hatten, Das distale Zahnchen ist nur eine winzig 
kleine Papille, welche sich gerade erst angelegt haben muss. 

Rechts werden die Elemente von mesial nach distal auch allmahlich jiinger, das alteste 
besitzt ein wenig Dentin, das distal folgende Zahnchen ist eine gut entwickelte Papille, 
wahrend die meist distal gelegenen zwei Anlagen von sehr kleinen Papillen dargestellt 
werden. Die drei Elemente links liegen in einer geraden Linie und folgen einander mit 
genau gleich grossen Zwischenraumen auf; sie gehdren also ohne Zweifel einem Odon- 
tostichos an. 

Ferner ist rechts keine Spur von Alternation zu bemerken, nur sind hier die Zwischen- 
raume ungleich gross, sei es durch eine wirkliche Unregelmassigkeit in der Gebissanlage 
dieses Teiles, sei es weil eine mangelhafte Technik bei diesem sehr schief geschnittenen 
Praparate abweichende Verhaltnisse vortauscht. Dass die Elemente des rechten Ober- 
kieferteiles ebenfalls einem Stichos angehoren, dariiber besteht kein Zweifel. 


1) Nahere Angaben betreffs Grésse und Alter der Larven, und Weise der Unter- 
suchung, wird man in den Proc. Royal Acad. Amsterdam, 38, N°. 8 und 10 (1935) finden. 
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Die Anlage der Zahne in diesem und dem vorangehenden Praparate 
ist in rein mesio-distaler Richtung vor sich gegangen. 
Im Oberkiefer der Larve N sind links sechs Elemente vorhanden. 


Das meist mesiale ist kraftig entwickelt und zeigt einen dicken Dentinmantel; sechs 
Schnitte weiter distalwarts finden wir eine, auf zwei Schnitten getroffene, dentinlose 
Papille. Der nachstfolgende Zahn liegt wieder sechs Schnitte weiter nach distal, wegen 
der Beschadigung einiger Schnitte ist aber nicht zu entscheiden, ob Zahnbein vorhanden 
ist, sein Homologon an der andern Seite zeigt wohl Dentin, Wir miissen nun das 
Praparat zwélf Schnitte weiter schieben um auf den folgenden Zahn zu stossen, dessen 
Odontoblasten vielleicht schon ein wenig Dentin abgeschieden haben. Zehn Schnitte 
weiter hat sich eine kleine Papille entwickelt, welche sich erst im Anfangsstadium der 
Entwicklung befindet und eine ungefahr gleich alterige, jedenfalls nicht altere Papille 
finden wir wiederum fiinfzehn Schnitte weiter distalwarts. 

Rechts liegen die Homologa der mesialen fiinf Keime vor, welche sich in derselben 
Entwicklungsphase befinden als die Elemente der linken Seite; nur der meist distale Keim 
fehlt. Die Abstande der respektiven Zahne an der rechten Seite betragen 6, bez. 5, 12 
und 10 Schnitte. 


Beiderseits liegt also eine Anlage der Elemente in einer von mesial nach 
distal fortschreitenden Reihenfolge vor; nur das zweitgenannte Element 
nimmt beiderseits eine besondere Stelle ein, weil es als junge Papille auf 
halbem Abstande zwischen dentinhaltigen Keimen liegt und ausserdem 
ein wenig lingualwarts einspringt. Ohne Zweifel haben wir es hier mit 
dem ersten Elemente des zweiten Odontostichos zu tun und muss dieses 
Stadium so gedeutet werden, wie Fig. 1. das angibt. 


47 48 G K 


igual 


Die Larve 47 stellt genau dasselbe Entwicklungsstadium dar und bedarf 
kaum einer weiteren Besprechung. Der Unterschied ist lediglich der, dass 
sich rechts der sechste Keim gerade erst angelegt hat und dass beiderseits 


die ersten Vertreter der zweiten Zahnreihe etwas deutlicher lingualwarts 
einspringen. 


273 


Das Praparat 48 zeigt ein Oberkiefergebiss, das, zumal an der rechten 


Seite, grosse Unregelmassigkeiten in den Abstanden der Elemente von 
einander zeigt. 


Es sind hier sechs Zahne vorhanden, welche in mesio-distaler Richtung allmahlich 
jiinger werden und von denen nur die drei mesialen Zahne Zahnbein besitzen. Die 
Abstande der verschiedenen Keime betragen, von mesial nach distal gerechnet, 13, bez. 6, 
13, 10 und 13 Schnitte; das zweite und dritte Element liegen also viel naher bei einander, 
als die iibrigen Zahne, eine Tatsache, welche bei der Besprechung der Stadien O und 
49 noch zur Sprache kommen wird. 

Es ist an dieser Seite aber noch keine Spur von einem zweiten Stichos festzustellen, 
im Gegensatz zu der linken Seite, wo ohne Zweifel das erste Element des O II vorhanden 
ist. Zwischen den ersten zwei dentinhaltigen Zahnen des ersten Stichos findet sich 
namlich eine, zwar gut entwickelte, aber doch noch junge Papille, welche ein wenig 
lingualwarts abweicht. Die weiter folgenden Keime werden distalwarts allmahlich jiinger 
und miissen alle zur ersten Zahnreihe gerechnet werden. Auch an dieser Seite sind die 
Zwischenraume zwischen den betreffenden Zahnchen ziemlich unregelmassig, von mesial 
rach distal gerechnet betragen sie 8, bez. 8, 12, 10, 10 und 10 Schnitte, sodass der 
Abstand OI1—O121) 16 Schnitte betragt und abnormal gross ist. 


Das Stadium G ist nur wenig Alter; es sind links fiinf, rechts sechs 
Elemente des ersten Odontostichos vorhanden und beiderseits finden wir 
zwischen O11 und O12 eine Papille, welche zum zweiten Stichos ge- 
héren muss, weil sie genau dieselben Verhaltnisse beziiglich der andern 
Elemente zeigt, wie z.B. im Stadium N. 


Es zeigt sich namlich, dass sie jiinger als ihre Nachbarn ist, auf halbem Abstand von 
diesen liegt und etwas lingualwarts einspringt. Links im Oberkiefer besitzen die vier 
ersten Zahne des OI Dentin, OI5 noch nicht; rechts zeigen die drei ersten Elemente 
der ersten Zahnreihe Dentin und sind die drei distalen Keime des Ol noch ohne 
Zahnbein. Die Entwicklung der Elemente des ersten Stichos ist wieder deutlich in 
mesio-distaler Richtung vor sich gegangen und bemerkenswert ist nur noch, dass rechts 
O13 und O14 naher bei einander liegen, als zwei willkiirliche andere Zahne dieser 
Reihe; das meist distale Element links dagegen liegt auffallend weit von seinem mesialen 
Nachbarn entfernt; wir erinnern uns hier aber des bei der Besprechung des Unterkiefers 
Gesagten 2); namlich dass das letzte jeweilige Element der ersten Zahnreihe sich in 
schwankenden Abst&nden zum vorangehenden anlegt, wovon hier wieder ein Beispiel 
vorliegt. Weil dieser Zwischenraum aber wohl sehr gross ist (die Abstande der Elemente 
des OI betragen links 15, bez. 15, 15 und 25 Schnitte), so ist es nicht unmdéglich, dass 
spater noch eine Zahnanlage des ersten Stichos diese Liicke ausfiillen wird. 


Im Oberkiefer der Larve K sind beiderseits schon acht Elemente des 
ersten Stichos vorhanden, wahrend nur noch ein einziges Zahnchen der 
sweiten Reihe sich angelegt hat, das aber schon ziemlich gross ist und 
Zahnbein enthalt. 

Rechts ist zwischen O12 und O13 sogar eine winzig kleine Papille vorhanden, welche, 


gleich wie der beiderseitige OIL 1, ein wenig lingualwarts abweicht und OIl2 darstellen 
soll. Die Zahne der ersten Zahnreihe entwickelten sich in einer schon von mesial nach 


1\ Im Oberkiefer benennen wir die Elemente auf die gleiche Weise, wie im Unter- 
kiefer. OI 1 ist also der meist mesiale Zahn des ersten Odontostichos u. s. w. 
2) Proc, Royal Acad. Amsterdam, 38, 915 (1935). 
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distal fortschreitenden Reihenfolge, aber mit beiderseits einer Ausnahme. So ist links 
O17 eine dentinlose Papille, wahrend der distal folgende OI8 deutlich eine Dentin- 
scherbe zeigt; OI7 hat sich also entweder spater als O18 angelegt, oder er ist in der 
Entwicklung zurtickgeblieben. Rechts ist O15 ohne Zahnbein geblieben, wahrend O16 
und sogar OI7 deutlich Dentin besitzen; OI8 ist zwar dentinlos, hat sich aber doch 
schon weiter entwickelt, als O15. 


Auch hier gelten dieselben zwei Méglichkeiten einer spateren Anlage, 
oder eines verzégerten Wachstums, Die Tatsache, dass im vorangehenden 
Praparate G zwischen dem vierten und fiinften Keime eine abnormal 
grosse Liicke vorhanden ist, macht es wahrscheinlich, dass Ausnahmen 
in der bis soweit als Regel gefundenen Entwicklung des Oberkiefergebisses 
in mesio-distaler Richtung vorkommen. 


Eine Besonderheit dieses Stadiums ist die kleine, auf zwei Schnitten sichtbare Papille, 
welche sich lingual- und ein wenig distalwarts vom rechten O11 entwickelt hat und 
wegen des Epithelverbandes und ihrer Lage, den Ersatzzahn des O I 1 darstellen muss. 
Links sehen wir, dass die aussere Schmelzepithelmembran sich ausgebuchtet hat und die 
Zellen sich in die Lange gedehnt haben, von einer Ersatzkeimanlage kénnen wir aber 
noch nicht sprechen. 


Das Praéparat O bietet manches Interessante dar, das wir jetzt zu 
besprechen haben. 


Im linken Kieferteile finden wir elf Zahne, und zwar abwechselnd dentinhaltige und 
dentinlose Elemente, welche distalwarts allmahlich jiinger werden. Aus bekannten Griinden 
schliessen wir, dass die sechs Zahnbeinhaltigen Keime der ersten Zahnreihe angehéren, 
wahrend wir auch das meist distale, papillenformige Zahnchen, auf Grund des Vergleichs 
mit den nachst jiingeren und 4lteren Stadien, dazu rechnen. Die vier iibrigen Zahne 
mussen zum zweiten Stichos gehéren, weil sie weniger weit entwickelt sind als ihre 
Nachbarn und in mesio-distaler Richtung jiinger werden; die Alternation im diesem Pra- 
parate ist nicht deutlich ausgepragt. Eine Besonderheit des vorliegenden Gebisses ist 
die Tatsache, dass zwischen 012 und OI3 sich kein Element des zweiten Stichos 
angelegt hat. Die Abstande zwischen den Zahnen des OI sind im mesialen Teile auf- 
fallend klein, namlich 10 Schnitte zwischen OI1 und OI2 und ebenfalls 10 Schnitte 
zwischen OI2 und O13, wahrend dieser letztere 16 Schnitte von O14 entfernt liegt 
und O15 15 Schnitte weiter folgt. Zwischen OI1 und OI2 hat sich ein Zahn des 
zweiten Stichos angelegt, der sich nur wenige Schnitte mesial von O12 befindet; die 
Liicke zwischen OI 2 und O13 ist aber offen geblieben. Da hier keine Spur einer Anlage 
zu sehen ist und sich schon drei Keime der zweiten Zahnreihe distalwarts von dieser 
Liicke entwickelt haben, so ist es unwahrscheinlich, dass sich hier noch ein Element 
anlegen wird. Am wahrscheinlichsten kommt es mir vor, dass hier kein Element retiniert 
worden ist, sondern dass sich im ersten Odontostichos in einer Strecke, wo sich normaliter 
drei Zahne entwickeln, hier vier Elemente angelegt haben, wahrend die Verhiltnisse im 
zweiten Stichos ungefaéhr normal geblieben sind. Dies letztere schliesse ich aus den nahezu 
gleich grossen Abstanden der vier vorhandenen Keime des O II, welche namlich 19, bez. 
17 und 20 Schnitte betragen. Unter diesen Umstinden war es selbstverstandlich, dass 
eine Liicke zwischen zwei Elementen des OI unausgefiillt bleiben und dass die Lage der 
Zéhne der zweiten Reihe beziiglich der Keime des OI ein wenig unregelmassig werden 
musste; so liegt OII1 distal, OI12 und OII3 etwas mesial von der Mitte der Liicke, 
welche sie ausfiillen. 

Bei dieser Unregelmassigkeit im Oberkiefergebisse, wo einige Elemente zu nahe bei- 
einander liegen, erinnern wir uns des Praparates 48, wo im rechten Kieferteile der Zweite 
und dritte Zahn in sehr kurzem Abstande voneinander liegen. Nicht unméglich ist es, dass 
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hier ahnliche Verhaltnisse vorliegen und dass auch hier die Liicke zwischen beiden 
Keimen unausgefiillt geblieben sein wiirde. 

Rechts im Oberkiefer der Larve O finden wir andere Unregelmassigkeiten, welche 
gewissermassen das Gegenstiick zu den Verhaltnissen links formen. Die drei mesialen 
Zahne sind mit Dentin versehen; der mittlere ist aber jiinger als seine Nachbarn und 
muss zur zweiten Zahnreihe gerechnet werden, wie auch aus den Abstanden zu den 
angrenzenden Zahnen, im Vergleich zu der andern Seite, hervorgeht. Distal von diesen 
drei Elementen folgen fiinf andere, welche abwechselnd dentinlos und dentinhaltig sind 
und man kann leicht entscheiden, dass diese letzteren nebst der meist distal gelegenen 
Papille dem ersten Stichos angehéren, wahrend die zwei tbrigen zum OTJI gerechnet 
werden miissen. Was nun die Abstande der Elemente des ersten Odontostichos anbelangt, 
so finden wir von mesial nach distal gemessen, Zwischenraume von 17, bez. 16, 34 und 
22 Schnitten, Dass das distale Element sich ziemlich weit von dem vorangehenden 
angelegt hat, braucht uns nicht zu beunruhigen, aber dass zwei Zahne 34 Schnitte von 
einander entfernt liegen, wahrend 17 und 16 Schnitte der normale Abstand scheinen, das 
macht es wahrscheinlich, dass hier wieder eine Unregelmassigkeit in der in mesio-distaler 
Richtung fortschreitenden Gebissentwicklung vorliegt und dass vielleicht noch ein Element 
diese grosse Liicke halbieren wird. 


In der horizontal geschnittenen Larve 49 ist die Alternation zwischen 
den Elementen der beiden ersten Odontostichi deutlich sichtbar. 


Die rechte Kieferhalfte zeigt ein sehr regelmdssiges Bild; es sind hier acht Elemente 
der ersten Zahnreihe vorhanden, welche samtlich Dentin enthalten, mit Ausnahme des 
meist distalen Keimes. Der zweite Stichos hat drei Vertreter, von denen die zwei mesialen 
Zahnbein besitzen. Auffallend deutlich ist bei diesen horizontal liegenden, mit ihren 
Spitzen lingualwarts weisenden und also in der Lange getroffenen Zahne zu sehen, dass 
die alteren von ihnen dem Kieferknochen dicht anliegen oder schon damit verwachsen sind. 

Der rechte OI1 ist der einzige Zahn, bei dem sich mit Sicherheit ein Ersatzkeim 
feststellen lasst, in der Form einer sehr kleinen Papille. 

Der linke Teil dieses Oberkiefers zeigt nur wenige Differenzen, so finden wir zunachst, 
dass OI2 und O13 wieder nahe beieinander liegen und nicht von einem Elemente des 
OIl von einander getrennt sind; es liegen hier also dieselben Verhaltnisse vor, wie im 
vorangehenden Stadium. Hier ist der Abstand zwischen OI 1 und O II 2 aber grésser, 
(um ungefahr ein Drittel) als derjenige zwischen O12 und O II 3; méglicherweise hat 
sich also der zweite Stichos den gednderten Verhdltnissen angepasst, obwohl auch die 
Méglichkeit, dass ein Element der zweiten Reihe retiniert worden ist, nicht ganz ausge- 
schlossen erscheint. Obgleich die Artikulation der verschiedenen Gebissteile in diesem 
horizontal geschnittenen Praparate nicht genau nachzugehen ist, so ist doch wohl mit 
Sicherheit zu sagen, dass diese nicht die Ursache der Unregelmassigkeit sein kann, weil 
sich im allgemeinen alle Gebissteile zwischen einander schieben, ohne mit einander zu 
artikulieren. Manchmal sehen wir zwar, dass die Elemente des Gaumens zwischen die~ 
jenigen des Unterkiefers greifen, aber die Oberkieferzahne sind, bei geschlossenem Munde, 
immer frei. , 

Von den drei vorhandenen Zahnen des zweiten Stichos besitzt nur der meist mesiale 
Keim Dentin..Auf der Stelle, wo sich OII4 anlegen soll, das ist in diesem Falle also 
zwischen OI5 und O16, treffen wir nur eine Ausbuchtung des Epithels nach kranial an, 
ohne dass wir daran eine Zelldehnung in die Lange unterscheiden konnen. Auf O16 
folgt ein Keim, der kein Dentin enthalt, wahrend der darauf folgende, meist distale Zahn 
wohl Dentin besitzt. Es ist hier schwer zu entscheiden, ob dieses dentinlose Element zum 
ersten oder zum zweiten Stichos gerechnet werden muss. In beiden Fallen haben wir es 
aber mit einer Unregelmassigkeit in der Entwicklung der Zahne in mesio-distaler Richtung 
zu tun, Ich glaube am besten zu handeln, wenn ich dieses Element zur ersten Reihe 
rechne, weil so die Entwicklung der linken Kieferhalfte am meisten derjenigen der rechten 
gleich kommt und es hier doch nicht um prinzipielle Differenzen handelt. 
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Das Gebiss der Larve Q hat sich nur wenig weiter entwickelt, es ist 


regelmassig gebaut und leicht zu deuten. 


Im linken Teile des Kiefers besitzen alle Elemente Dentin, aber doch sind in den auf 
einander folgenden Zahnen deutlich Altersdifferenzen festzustellen, weil nicht allein die 
jiingeren Keime des zweiten Stichos mit ihrer Basis noch vom Kieferknochen entfernt sind, 
aber auch weil ihre Form von derjenigen der Elemente der ersten Reihe sich unterscheidet. 
So sind die mesialen Zahne des OI mit dem Kieferknochen verwachsen und haben eine 
schlanke, spitze Form, wahrend in dieser Strecke die Keime des Ol, wie gesagt, noch 
frei von dem Knochen liegen, weniger elegante Form zeigen und sich mehr horizontal 
eingestellt haben. Infolge dieser Unterschiede ist leicht festzustellen, dass sieben Elemente 
zum OJ und vier zur zweiten Reihe gerechnet werden miissen. OI2 hat einen kleinen, 
aber schon dentinhaltigen Ersatzzahn; O13 zeigt auf der Stelle, wo ein Ersatzkeim zu 
erwarten ware, eine dichte Zellenanhaufung, in welcher, wegen der zu dunklen Farbung 
des Praparates, keine Struktur zu unterscheiden ist, aber welche wahrscheinlich die 
Andeutung einer Ersatzkeimanlage darstellt. Rechts im Oberkiefer haben.OI2 und O13 
einen dentinhaltigen bez. einen kleinen, papillenformigen Ersatzzahn. Wegen einer 
Beschadigung mehrerer Schnitte lasst sich leider nicht entscheiden, ob OI1 schon mit 
einem Ersatzkeim versehen ist; dies ware aber wohl zu erwarten; im Schema [Fig. 2] 
habe ich sie darum gestrichelt wiedergegeben. 


Das Stadium R ist betrachtlich weiter fortgeschritten und viel schwerer 
zu deuten, weil hier schon viele Elemente verloren gegangen sein miissen. 


In der rechten Kieferhalfte finden wir von mesial nach distal nacheinander drei Zahne 
mit Ersatzkeimen, zwei ohne Ersatzzahne und weiter Elemente, welche abwechselnd mit 


Fig. 2 


und ohne Ersatzzahnchen versehen sind. Der erste, dritte und fiinfte Zahn und weiter die 
folgenden Zahne, welche keinen Ersatzkeim besitzen, formen zusammen eine Reihe, deren 
Elemente von mesial nach distal allmahlich jiinger werden und welche als ein Stichos 
betrachtet werden kénnen. Das letzte Element dieses Stichos wird von dem Ersatz- 
zahnchen des meist distalen Keimes dargestellt, welch letzterer selbst noch unersetzt 
geblieben ist und also zum ersten oder zweiten Stichos geh6ren muss. Von den andern 
Zahnen formen das zweite und vierte Element und weiter die Ersatzkeime dee pctistal 
folgenden, zwischenliegenden Elemente gleichfalls eine Zahnreihe, welche jiinger ist als 
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die vorhergenannte. Die Zahne, zu denen die Ersatzkeime dieser Reihe gehdren, miissen 
selbst also zu einem Stichos, der zwei Reihen weiter labialwarts liegt, gerechnet werden 
und weil diese Elemente noch deutlich unersetzt geblieben sind, muss diese Zahnreihe 
auch die erste oder zweite sein. Der Odontostichos, zu dem das meist distale Element 
gehort, ist aber der alteste und folglich der erste, so dass wir jetzt die Elemente mit der 
Nummer ihrer Zahnreihe benennen kénnen. Der ganze erste Stichos ist schon verloren 
gegangen ausser dem meist distalen Elemente; von der zweiten Zahnreihe fehlen nur die 
zwei mesialen Zahne. Das meist mesiale Element, also OI 1, und OIII2 haben beide 
dentinhaltige Ersatzkeime, welche also dem OV angehéren, wahrend auch der O VI 
schon einen Vertreter hat, der von dem Ersatzzahn des distal folgenden Keimes (O IV 1) 
dargestellt wird. Weil dieses Praparat zu dunkel gefarbt worden ist und das Dentin zuviel 
Hamatoxylin aufgenommen hat, lasst sich leider nicht entscheiden, ob eine etwaige Naht 
zwischen Dentin und Sockel bei den mesialen, altesten Elementen vorhanden ist, als 
Zeichen dafiir, dass schon ein Zahn ersetzt wurde, obwohl dies letztere doch keinem 
Zweifel unterliegt. Zwischen OIV 2 und OIII 3 finden wir eine abgeléste Zahnspitze im 
Epithel liegen, welche wahrscheinlich als Rest des ersetzten O13 anzusprechen ist. 

In der linken Kieferhalfte liegen ungefahr dieselben Verhaltnisse vor wie rechts, allein 
ist OI12 noch nicht ersetzt worden und zeigt O III3 schon einen Ersatzkeim, der aller- 
dings noch winzig klein ist. Weiter finden wir, dass zwischen O HN 4 und O I 5 zwei 
nahezu gleichalterige Elemente des O III vorhanden sind; es liegt auf der Hand, diese als 
die Ersatzkeime von zwei benachbarten Zahnen des ersten Stichos zu betrachten, so wie 
wir diese in den Praparaten O und 49 gesehen haben. 


Die Entwicklung des Oberkiefergebisses der Larve S ist nur wenig 
weiter fortgeschritten. Auf die gleiche Weise, wie im vorangehenden 
Stadium, kommen wir zum Schema, das in Fig. 2 wiedergegeben ist. 


Im rechten Oberkieferteile ist die ganze erste Zahnreihe verloren gegangen und sind 
von dem zweiten Stichos die vier mesialen Zahne ersetzt worden. Schon fiinf Elemente 
des O III haben Ersatzzahne, ebenso wie der meist mesiale Zahn des OIV. Hier ist es uns 
durch die sehr schéne Farbung des Praparates méglich viel mehr Einzelheiten zu unter- 
scheiden; so kénnen wir, im Gegensatz zum Praparate R, im mesialen Kieferteile 
manchmal deutlich sehen, dass zwischen Zahnbein und Sockel Unterschiede in der Dicke 
bestehen, weil beide ungleichalterig und gerade erst miteinander verwachsen sind. Auch 
hier treffen wir zwischen OIII 3 und OIV3 eine kleine Zahnspitze an, welche frei im 
Epithel liegt. 

In der linken Kieferhalfte sind nur zwei Elemente des OI ersetzt worden, wahrend 
nur die drei mesialen Zahne des O III Ersatzkeime besitzen. 


Wenn wir bei der Larve L ein Schema des Oberkiefergebisses aufzu- 
stellen versuchen wiirden, so wiirden wir finden, dass wahrscheinlich schon 
yon den ersten vier Zahnreihen Elemente ausgefallen sind. Es ist also 
deutlich, dass wir einen zu grossen Sprung in der Gebissentwicklung 
machen miissten, um mit einiger Sicherheit dieses Stadium deuten zu 
kénnen, Wir bekommen aber den Eindruck, dass bei dieser Larve das 
Oberkiefergebiss wenig Unregelmassigkeiten zeigt. 


CEH LUSSE: 


Im Oberkiefergebisse entwickeln sich die Elemente in Odontostichi, 
welche sich in labio-lingualer Richtung anlegen. Die Zahne dieser Zahn- 
reijhen entstehen in einer von mesial nach distal fortschreitenden Reihen- 
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tolge, obwohl Ausnahmen von dieser Regel vorkommen. Die Alternation 
zwischen den Elementen benachbarter Zahnreihen ist im Oberkiefer nicht 
so deutlich ausgepragt wie im Unterkiefer, obwohl sie doch in verschie- 
denen Larven sichtbar ist. In mehreren Praparaten wurde gefunden, dass 
manchmal zwei Elemente des ersten Odontostichos sich in geringer 
Entfernung von einander anlegen und nicht von einem Zahne des zweiten 
Stichos getrennt werden. Es kommt mir wahrscheinlich vor, dass nicht 
das Element der zweiten Reihe retiniert wird, sondern dass wir es mit 
einem iiberzahligen Elemente des ersten Stichos zu tun haben. 

Im allgemeinen kénnen wir sagen, dass das Oberkiefergebiss mehr 
Unregelmassigkeiten zeigt, als das Unterkiefergebiss. 


Vergleichende Physiologie. — Die Periodizitat im Stoffwechsel des 
restituierenden Pankreas der weissen Maus. Von P. B. v. WEEL. 
(Aus dem Institut fiir vergleichende Physiologie, Utrecht). (Com- 
municated by Prof. H. J. JORDAN). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


Das Pankreas der weissen Maus ist in den letzten Jahren histo-physiolo- 
gisch eingehend vor allem von G. C. Hirscu (1931, 1932) und seinem 
Mitarbeiter E. Ries untersucht worden. Diese Untersuchungen ergaben 
einen deutlichen Rhythmus der verschiedenen Prozesse. Hirscu hatte 
weniger die Probleme der Veranderung im Stoffbestand wahrend des 
Arbeitsrhythmus beachtet, da er die Restitutionsprozesse im wesentlichen 
in der lebenden Zelle ohne Anwendung von mikro-chemischen Reaktionen 
untersuchte; auf Grund seiner Resultate unterschied er 4 Stadien im 
Restitutionsprozess, die unmittelbar auf einander folgen. Dahingegen kam 
Ries (1935) zu ganz anderen Ergebnissen. Nach ihm soll um die 7. Stunde 
nach Pilokarpinreizung, d.h. also nach vdlliger Extrusion, eine zweite 
grosse Abschniirungsperiode von Lipochondrien einsetzen. In der 7. Stunde 
muss also eine Wiederholung der Prozesse erfolgen, die auch die friihe 
Restitutionsperiode kennzeichnet. 

Um diesen Rhythmus der verschiedenen Prozesse in einer Art, die 
subjektive Fehler ausschliesst, nachzupriifen, musste der respiratorische 
Stoffwechsel des Pankreas bestimmt werden. Das Kriigersche Mikro- 
respirometer (1934) ermdglicht diese Untersuchungen, da der aufgenom- 
mene Sauerstoff und die abgeschiedene Kohlensaure des herausprapa- 
tierten, also iiberlebenden Pankreas wahrend langerer Zeit bei 37° 
bestimmt werden konnte. Fiir die Versuche wurden 7 Serien Mause 
benutzt: Die Mause der Serie I waren Hungertiere, hatten also eine soge- 
nanntes Stapelpankreas, Serie II bestand aus Mause, die eine halbe Stunde 
nach Pilokarpininjektion operiert wurden (siehe fiir Technik und Ergebnisse 
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der Versuche v. WEEL 10). Das Pankreas hatte extruiert und fing an zu 
restituieren. Die Mause der Serie III wurden 3 Stunden nach der Pilo- 
karpininjektion operiert, die der Serie IV nach 5 Stunden, die der Serie V 
nach 7 Stunden, die der Serie VI nach 10 Stunden und die der Serie VII 
nach 15 Stunden. Der RQ jedes Pankreas wurde nur wahrend der ersten 
zwei Stunden jede Viertelstunde bestimmt, denn nach dieser Zeit traten 
grosse Veradnderungen durch das Absterben des Gewebes auf. 

Die verschiedenen Versuche ergaben als Mittelwerte folgende Zahlen: 
Serie I. RQ: 0,70 + 0,27, Serie II. RQ: 0,62 + 0,018, Serie III. RQ: 0,55 
+ 0,022, Serie IV. RQ: 0,60 + 0,016, Serie V. RQ: 0,63 + 0,013, Serie VI. 
RQ: 0,58 + 0,016, Serie VII. RQ: 0,69 + 0,024. 

Der mittlere Fehler ist immer weniger als 10 %. 

Welche Schliisse lassen sich aus diesen verschiedenen Werten in Bezug 
auf den Arbeitsrhythmus der Pankreaszelle ziehen? Aus dem Verlauf der 
Kurve (Abb. 1) lasst sich schliessen, dass die Restitution deutlich zwei 
verschiedene Phasen anzeigt. Um die 7. Stunde nach dem Sekretionsreiz 
miissen besondere Vorgange einsetzen, welche die zweite Erniedrigung 
des RQ bewirken. Dabei sind die Kurven zwischen der 1—3. Stunde und 
zwischen der 7—10. Stunde einander im Verlaufe ahnlich. Es erscheint 
also wahrscheinlich. dass in der 7. Stunde eine Wiederholung der 
Prozessen erfolgt, die auch die friithe Restitutionsperiode kennzeichnen. 
Demnach verlauft die Restitution in zwei sich wiederholenden Perioden, 
wobei die zweite Periode anscheinend nicht ganz das Ausmass der ersten 
erreicht. 

Es fragt sich, wie weit sich aus den verschiedenen Werten des RQ 
Riickschliisse auf die besonderen Stoffwechselprozesse in der Pankreaszelle 
auf verschiedenen Restitutionsstadien ziehen lassen. Ich bin mir bewusst, 
dass derartige Folgerungen nur mit aller Vorsicht gezogen werden k6nnen, 
zumal meines Wissens die Beziehungen zwischen den Stoffwechselprozes- 
sen und dem RQ sehr selten, bzw. noch gar nicht auf die besonderen 
Vorgange in der einzelnen Zelle gepriift wurden. Dazu kommt, dass der 
Unterschied der verschiedenen RQ-Werte nicht gross ist. Hier liegt jedoch 
eine sogenannte gemischte Driise vor, d.h. das Pankreas enthalt die 
Pankreaszellen s.s. und die Langerhansschen Inseln. Zwar sind diese 
letztere in Vergleich zum ganzen Pankreas relativ klein, doch fragt es sich, 
ob es erlaubt ist ihren Einfluss auf den Stoffwechsel ausser Acht zu 
lassen, zumal wir nicht wissen, wie der Stoffwechsel dieser Inseln ist, 
da sie nicht aus dem Gewebe isoliert werden kénnen. Diesen unbekannten 
Faktor darf man m.E. nicht ausschalten. 

Ein zweiter Faktor ist der der Kohlensaurebindung. Die RQ-Werte 
sind ausserordentlich niedrig. Da peinlichst darauf geachtet wurde, dass 
keine Lauge in den Apparat gelangen konnte und ein anderes Mikro- 
respirometer gleiche Resultate ergab, war ein technischer Fehler auszu- 
schliessen. Da jedoch das Pankreas bekanntlich sehr viel Bikarbonat 
(dazu noch ein wenig Karbonat) produziert, ist es wahrscheinlich, dass es 
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CO, speichert, das also der Bestimmung des ,,reinen” respiratorischen 
Stoffwechsels entzogen wird. Weiter wird der Stoffwechsel wegen Mangel 
an Blutzirkulation stark herabgesetzt sein (vergl. auch Ries 9, und 
v. WEEL 10). Es scheint mir daher fraglich, ob man die Kurve (die nur 
einen Eindruck der Stoffwechselprozesse geben soll) ohne weiteres 
analysieren darf, Es erscheint mir jedoch erlaubt, die verschiedenen RQ- 
Werte zu den histophysiologischen Ergebnissen in Beziehung zu setzen. 

Nach den Befunden von Hirscu ist der Kurvenverlauf vollig unver- 
standlich. Dagegen fand Ries, dass um die 7. Stunde eine zweite Lipochon- 
drienabschniirungsperiode erfolgt, die jedoch in ihrem Ausmass nicht ganz 
die erste, die etwa zwischen der 0,5—3. Stunde ablauft, erreicht. Weiter 
spricht er von einem Antagonismus zwischen lipoidreichen (Golgisubstanz) 
und eiweissreichen Substanzen (Ergastoplasma). 

In den ersten drei Stunden sinkt der RQ (s. Abb. 1), also muss in dieser 
Zeit ein Umsatz von Oo-armeren in Og-reicheren Substanzen stattfinden. 


05 3 5 7 10 45 Stunden 
Abb. 1. 


Dieses Verhalten steht scheinbar in Widerspruch zu den Befunden von 
Ries, denn nach ihm verschwindet in der ersten halben Stunde das eiweiss- 
reiche Ergastoplasma, wahrend unmittelbar darauf die lipoidreiche Gol- 
gisubstanz entsteht. Die Golgisubstanz entsteht aber passiv, wird von den 
lipoidhaltigen Tochtergranula der Lipochondrien in das Plasma ausgeschie- 
den, wobei sie ihren Lipoidgehalt verlieren. Auch nach der zweiten Lipo- 
chondrienvermehrungsperiode (um die 7. Stunde) entsteht neben den noch 
anwesenden Lipoidsubstanzen, wieder Golgisubstanz, die jedoch jetzt 
wahrend der Reifung verschwindet. Es ist also wahrscheinlich, dass die 
Reifungsgranula auf Kosten der Golgisubstanz zu Proenzymgranula aus- 
reifen, dass also die Golgisubstanz zu Os-reicheren Stoffen umgebildet 
wird, -zumal auch das Ergastoplasma allmahlich wieder neu entsteht. In 
Uebereinstimmung hiermit sinkt die RQ-kurve wahrend der 0,5—3, Stunde 
und zwischen der 7—10. Stunde. 
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Um die 4. Stunde wird allmahlich wieder Ergastoplasma gebildet, wahrend 
auch die Lipochondrien wieder Lipoidsubstanzen (fiir die zweite Vermeh-~ 
rungsperiode) anreichern. Da die Ergastoplasmabildung erst nach der 7. 
Stunde maximal ist, und die zweite Vermehrungsperiode geringer ist als 
unmittelbar nach der Extrusion, ist es selbstverstandlich, dass die Kurve 
jetzt nicht so hoch ist als beim Hungertier. Nach der 7. Stunde wird man 
also etwa denselben Verlauf des Stoffwechsels erwarten diirfen wie in den 
ersten drei Stunden, wenn auch weniger intensiv. Tatsaglich zeigt die 
Kurve um die 10. Stunde (also 3 Stunden nach dem ,,Anfang’’) den tiefsten 
Punkt, Aus dem Verlauf der Kurve geht hervor, dass um die 15. Stunde der 
Stoffwechsel dem des Hungertieres gleich ist. Auch dies steht im schénsten 
Einklang mit den Befunden von RIEs. 
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Medicine. — The action of guanidin-derivatives on motility, By 
ELISABETH A. RIETMEYER and F. J. NIEUWENHUYZEN. From the 
neurophysiological laboratory (Dr. H. DE JonG) of the neurological 
clinic of the University of Amsterdam (Prof. B. BROUWER). 
(Communicated by Prof. B. BROUWER). 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 
I. Dimethylguanidin. 


For a long time we have been studying in our laboratory the question 
of the connection between extirpation or functional disturbance of distinct 
organs and excretion of neurotoxic substances in urine +). 

Kocu 2) proved in 1913, that in case of dogs, after extirpation of the 
parathyroid glands, methylguanidin and a series of other bases come into 


the urine during the typical tetanic attacks, which normally are not found 


1) H. DE JONG: ,,Die exp. Katatonie als vielfach vorkommende Reaktionsform des 
Zentralnervensystems’. Zeitschr. f. die ges. Neur. u. Psych. Bd 139, Heft 3/4. 1932. 
La catatonie expérimentale et biologique”. Psych. en Neur. Bl. jaargang 1935, Nr |. 

H. DE JONG, D. J. KOK, A. GEESINK, F. J. NIEUWENHUYZEN : ,,Experimental catatonia, 
produced by auto-intoxication’”’. Proc. Royal Acad. Amsterdam, 38, N°. 3 (1935). 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIX, 1936. 19 
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in the urine and from which he could isolate dimethylguanidin, guanidin, 
cholin, neurin and histamin. According to him, these amines should be 
responsible for the typical symptoms of intoxication and should be con- 
sidered as intermedial products of metabolism which, due to the absence of 
the parathyroid glands, are not or only partly converted into harmless 
compounds. 

PARHON °) stated in 1908 that dogs, after the thyroid gland and 
parathyroid glands had been removed, showed motoric inhibition, which 
symptoms, according to this author, are connected with catatonia. 

H. pe JonG1) could not decide for this conception. He observed a dog 
during 34 days, from which D. J. Kok had removed the thyroid gland and 
the parathyroid glands. In no instance catatonic phenomena were observed, 
even not when no calcium and thyroxin were given for many days. Even 
in the stage prior to tetanic attacks catatonic phenomena did not appear. 

FRANK, STERN and NOTHMANN (1921) 4) could; when applying dimethyl- 
guanidin in cats, produce a complex of symptoms resembling spasmophylia 
of young children. Guanidin and its monomethylderivative gave similar 
symptoms, although less pronounced. In this connection we could mention 
that the spasmophylia of sucklings resembles symptoms arising after 
extirpation of the epithelial corpuscles with trial animals. 

Fucus 5) (1914—1921) obtained, by injecting cats with guanidin, 
symptoms of intoxication, fully resembling chorea. 

As we wished to study the action of guanidin-derivatives on motility in 
mice, our attention was drawn in the first instance to dimethylguanidin, as 
a guanidin-derivative, of which the toxic effect on mice has not yet been 
mentioned in litterature. According to Fucus the toxicity of dimethyl- 
guanidin is eight times that of guanidin. It should be mentioned here that 
according to KoTTMANN 6) dimethylguanidin may be formed by decarb- 
oxylation of the creatin 
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present in the muscles, although he does not give any experimental evidence 
therefore. 


?) W. F. KocH: Journal Biol. Chem. Vol. XV, jab 2S), NE). 
3) C, PARHON: C, r. Congr. Méd. alién. et neur. Dyon 1908, 161. 
4) E. FRANK, R. STERN and M. NOTHMANN: Zeitschr. £. d. ges. Exp. Med. Bd. 24, 
shal, WSpil, 
>) A. FucHS: Jahrber. f. Psych, u. Neur, 36, 1914, 
_ ie Wien. Med. Wochenschr. Jahrgang 71, 1 HO, wil. 
°) KOTTMANN: Schweiz. Wochenschr. 1920, N°. 47. 
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We made use of the dimethylguanidinchlorid 
NH, 


| 
C=NH 
Bee 
CH; 


dimethylguanidin 


preparation (HOFFMANN—LA ROCHE), which we subcutaneously injected 
in a watery solution into mice with a body weight of approximatively 
15 grams. In total 40 mice were injected. In case of very small doses (less 
than 1 mg guanidinchlorid), no symptoms were shown. When applying a 
dose of 2—5 mg dimethylguanidin per mouse of approximatively 15 grams 
body weight, the following symptoms were observed: a) the so-called 
cangeroo-posture, in which the mouse takes up an upright position on its 
hindlegs, or has stretched its hindlegs in forward direction. Sometimes the 
mouse even falls backwards; b) going on toes; c) unvoluntary movements 
in the extremities; d) noncorrection of given leg positions; e) loudly 
squeaking; £) increased motility. 
The following protocols may serve as examples. 


Mouse, 15 gr. Prior to the injection the motility is normal. 


10.27 A.M. 2 mg injected. 


10.42 Mouse runs to and fro on the table; suddenly stops and sits down, 
huddled up. 

10.55 Mouse fastly runs to and fro on the table and is very frightened. 

11.20 Mouse has taken the cangeroo-posture; sits on its hindlegs and makes 
unvoluntary movements with its forelegs. 

Lise Mouse goes on toes (both on fore- and hindlegs). If hung up on a 


horizontally stretched wire, it remains hanging at one leg for approx. 10 sec. 
and then falls on the table. When put on the top of a vertical stand, it clings 
to it with the hindlegs, the forelegs being free. When again put on the 
stand it clings to it with the hindlegs and forelegs, firstly glides a bit and 
then walks down normally. When put on the table it walks normally to 
and fro. One of the hind legs may be put in any direction without this 
new position of the legs being corrected. 

The following day the motility is normal again, no particular signs to be 


seen. 


Mouse, 17 gr. Motility was normal, prior to injection. 


May 18th, 1935. 
10.30 A.M. 3 mg injected. 


10.42 Mouse squeaks loudly; fastly walks to and fro in its cage. 

10.51 Mouse is still squeaking, has taken the cangeroo-posture and makes 
unvoluntary movements with the forelegs, alternately with the left or right 
foreleg. 

11.20 Mouse is again on its hindlegs in an upward position. 

ele Mouse walks with both fore- and hindlegs on foes. 


The following day the motility is normal again. 


19° 
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Mouse, 16 gr. Motility prior to injection normal. 


May 18th, 1935. 


10.48 A.M. 


10.57 
11.20 


Wil3¥/ 


4 mg injected. 

Mouse squeaks loudly; makes unvoluntary movements in the forelegs. 
Mouse walks on the table on toes both with fore- and hindlegs; suddenly 
makes a little jump; afterwards sits down on table in a huddled position. 
The hindlegs can be placed in any direction. These positions remain 
immobile although there is no question of paresis. Then the mouse walks 
on the table normally on all fours. One forelegs also may be placed in any 
direction without this position being corrected. When put on the table the 
animal jumps away at once, walks a few steps and has the inclination of 
falling now to the left and then to the right side. Continually regular 
contractions through the whole body. 

The mouse has turned on one side, shows convulsions through the whole 
body ; the mouth remains open. Again it stands on its fours and takes then 
the cangeroo-position. The tail is strongly curled up. 


When applying a bigger dose (5 mg and more) besides the above- 
mentioned symptoms, the following is seen: salivation; action-tremor; nega- 
tivism; ataxia; hyperkinesiae, followed by death. 


Mouse, 14 gr. The motility prior to injection is normal. 


June 6th, 1935. 

10.38 A.M. 5 mg injected. 

10.45 Mouse sits in a corner, is very restless, squeaks loudly. 

11.05 Mouse has stretched its hindlegs in front of her. When trying to put the 
animal normally on its fours; it immediately puts the hindlegs in front; 
the tail is strongly curled up. 

e35 Mouse sits on the floor with its hindlegs in front. It can neither cling 
to a vertical stand nor to a horizontally stretched wire. When lifting the 
tail the legs remain pressed to the body. 

14. P.M. The mouse has its forelegs crossed in front. When putting it again on the 
table the forelegs remain crossed. When walking the mouse falls now to 
the right then to the leftside, makes unvoluntary movements in.the legs, 
whereby the head is continually lifted. 

15.45 The mouse cannot cling to the vertical stand; the legs remain pressed to 


the body. When put on the table, it again takes the cangeroo-posture, has 
crossed forelegs put in front of it on the table. Continual contractions in 
the legs are observed. 

The following day: the mouse can again cling to the vertical stand. When 
being pushed over the table the animal resists in an active way. A few 
minutes later this negativism has disappeared. 


Mouse 14 gr. Motility prior to injection is normal. 


June 5th, 1935. 


15.02 P.M. 
15.08 
15.15 


6 mg injected. 

Mouse walks normally to and fro in its cage. 

Strong salivation; mouse has unvoluntary movements in the extremities, 
grinds its teeth and opens its mouth widely. Suddenly takes the cangeroo- 
posture, the hindlegs stretched in front. 

Clonic contraction is shown throughout the whole body. 


15.20 


dye 


5) 
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Mouse can no longer cling to the vertical stand; loudly squeaks and 
suddenly has its forelegs stretched in front. The toes are in a spreading 
position, then makes suddenly vertical jumps (hyperkinesiae). 

Mouse has got on its hindlegs, falls backward, then again stands on the 
hindlegs, now falls to the left side, then straightens itself, Afterwards 
stands in a stretched posture, sometimes bolt upright. Suddenly makes little 
jumps: afterwards both the fore- and hindlegs, as well as the toes are 
stretched. 

Mouse shows walking movements in its hind legs. Dead! 


Mouse 14 gr. Motility normal prior to injection. 


June 15th, 1935. 


14.48 P.M. 
15.03 


15.05 
Sy 


7 mg injected. 

Mouse has taken the cangeroo-posture ; a little time afterwards she sits on 
four legs again. 

Unvoluntary movements in the forelegs, mouse is very restless. 

Mouse grinds its teeth; contractions in the fore- and hindlegs, she opens 
the mouth widely. Strong salivation. 

Mouse makes little jumps (hyperkinesiae). Afterwards clonic contractions. 
Dead ! 


Mouse 14 gr. Motility normal prior to injection. 


June 5th, 1935. 


10.53 A.M. 
TOS 


11.12 
ala) 


8 mg injected. 

Mouse makes unvoluntary movements, both in fore- and hindlegs; strong 
salivation. 

Ditto. 

Mouse makes little jumps. Dead ! 


Mouse 15 gr. Motility normal prior to injection. 


June 5th, 1935. 


10.42 A.M. 
aks 


11.10 


ildleals 


11.20 


10 mg injected. 

Mouse has unvoluntary movements in the forelegs; further remains quiet 
on table. 

Mouse sits quietly in a corner; salivates strongly, has taken a cangeroo- 
posture, tears are in its eyes. 

Mouse makes walking-movements with forelegs, now and then makes 
little jumps, grinds its teeth. An action-tremor is to be seen when having 
it dropped on the table. Dyspnoe. 

The animal is unable to cling to the stand. The animal being put on its 
side straightens itself again at once on all four legs. Afterwards gets on 
its hindlegs in a vertical position. Then again takes a cangeroo-posture, 
the forelegs hanging down. 

When walking over the table, it has the inclination to fall to the left or to the 
right side (ataxia). Then the mouse stands upright, falls straight backwards, 
however recovers itself immediately. ‘hen mouse makes little jumps 
(hyperkinesiae), sits then quiet, huddled up and suddenly makes a big 
jump. Dead! 


Mouse, 15 gr. Motility normal prior to injection. 


April 26th, 1935. 


10.10 A.M. 


10 mg injected. 
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10.18 Hung up on a horizontally stretched wire, she remains hanging, then let 
itself drop. Put on a high stand, it slipped down on its hindlegs. Put on 
the table, it shows now and then a strong tremor in the head. 

10.23 Clonic contractions. Dead ! 


Mouse, 14 gr. Prior to trial, motility was normal. 


May 2nd, 1935. 
14.58 P.M. 15 mg injected. 


15.15 Motility is normal; no particulars to be stated. 

15.22 When walking on the table, the mouse shows unvoluntary movements in 
the left hindleg (stretches this leg backward and outward) and goes on foes. 

15.28 Unvoluntary movements in the left foreleg. Mouse makes a few steps 


forwards and backwards alternately. Now and then a contraction throughout 
the whole body. 


IDM Mouse is unable to cling to the stand, the legs remain pressed to the body, 
shows negativism, may be pushed forwards under resistance. 
15.45 Cangeroo-posture taken; unvoluntary movements in the extremities. 
16.05 Dead. 
Summary. 


In the above stated researches the action of dimethylguanidinchlorid 
on the motility in mice, has been studied. The result was, that when 
administering a dose of 2—10 mg dimethylguanidinchlorid, the following 
phenomena were observed: going on toes; cangeroo-postures; hyperkinesiae: 
ataxia; tremor; negativism, and autonomic phenomena (salivation). No 
symptoms were observed, which pointed to catalepsy. 


Medicine. — Ueber die Frequenzverteilung des Wachstums in homogenem 
Material. |. Von C. D. VerRripP und E. F. Drion. (Communicated 
by Prof. L. G. M. Baas BECKING.) 


(Communicated at the meeting of January 25, 1936). 


1. Das Problem. 


Beim Studium des Wachstums — ganz allgemein: der Veranderungen 
der Materiemenge — einer bestimmten Art von Organismen, wiirde man 
sich auf die Beobachtung eines einzelnen Exemplars beschranken kénnen. 
Die Zunahme der Materie, als Gewicht, oder indirekt als Lange, Breite, 
Umfang usw. gemessen, in Funktion der Zeit, ergabe dann eine 
,,Wachstumsfunktion”; es wiirde wahrscheinlich, bei nicht zu grossem 
Intervall, unschwer gelingen (9), dafiir eine mathematische Beziehung zu 
finden, besonders wenn dabei eine geniigend grosse Anzahl Parameter 
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gewahlt wiirde. Man kénnte dann versuchen, durch Aenderung der 
ausseren Umstande und durch Studium deren Einfluss auf die Wachstums- 
funktion, die Beziehung zwischen den Parametern und den Aausseren 
Umstanden festzulegen. Eine Schwierigkeit hierbei ist aber schon unmittel- 
bar, dass der Organismus sich wahrend der Beobachtung andert, wachst, 
und dass man keineswegs sicher ist, dass die als unzweideutig ange- 
nommene Wachstumsfunktion, die sich auf einen bestimmten Zustand 
des Organismus bezieht, auch fiir den folgenden gilt. Man konnte nun 
versuchen, diese Schwierigkeit aufzuheben, indem man die Versuche auf 
mehrere Individuen ausdehnt; dann miisste man freilich darlegen konnen, 
dass dieselben mit dem ersteren ,,identisch” waren, oder jedenfalls 
identisch, insoweit es die Wachstumsfunktion betrifft. 

Identisch heisst hier: ,,reaktiv’ identisch; man nimmt an, dass auf 
denselben ,,.Reiz” dieselbe Reaktion folgen wird. Die Frage ist jetzt, wie 
man bestimmen soll, ob diese Identitat wirklich existiert, ohne darin den 
Wachstumsprozess einzubeziehen. Man scheitert hier an einer Art 
Unscharferelation: indem man die Identitat prifen will, andert man das 
Objekt. 

Eine Wahl muss aber getroffen werden, wenn das Experiment iiberhaupt 
stattfinden will. Es liegt dann auf der Hand, dass man genotypisch 
gleichwertiges Material benutzt, Individuen also, von denen man annehmen 
darf, dass kraft der fundamentell iibereinstimmenden Veranlagung die 
Reaktionsnorm méglichst gleichartig ist. Hier kommen also entweder die 
durch stetige Selbstbefruchtung erzeugten Nachkommen eines homo- 
zygoten Individuums, reine Linien, oder die rein vegetativ erzeugte 
Deszendenz eines beliebigen Individuums, Klonen, in Betracht. 

Man kénnte hier allerdings einwenden, dass eine absolute Homozygotie 
vielleicht schwierig zu erreichen sei, oder dass die vegetativ entstandenen 
Anlagen der Klonen-Individuen vielleicht auch nicht immer genetisch 
absolut identisch sein kénnten. Diese Einwande wiegen aber viel weniger 
schwer als die Schwierigkeiten, welche aus der sicher schon unmittelbar 
verschiedenen Entwicklung der Keime hervorgehen. Zwar typiert die 
genetische Veranlagung nicht drei, sondern vier Dimensionen: der 
Bauplan ist nicht nur raumlich, sondern auch in der Zeit bestimmt (1G)) 
dem genotypischen Teil der Konstitution liegt nicht nur ein Bauplan, 
sondern auch eine Art Fahrplan fiir jedes Merkmal zugrunde (Bonp!) (3). 
Dies ist vielleicht fiir Tiere, speziell fir die hdheren, etwas zutreffender 
als fiir Pflanzen, wo der ,,Fahrplan” durch aussere Einfliisse bequemer 
su verandern sein diirfte. Aber auch bei den ersteren ist die Reaktions- 
bereitschaft, um die es sich hier handelt, sicher von der ganzen individuellen 
Vorgeschichte mitbestimmt. Wo in den Komplex der in der Ursprungszelle 
enthaltenen Potenzen standig paratypische Einflisse hineinspielen, ist es 
einleuchtend, dass man die Entstehung einer einigermassen betrachtlichen 
Anzahl reaktiv homogene Individuen auch aus urspriinglich vielleicht 
indentischem Material kaum erwarten kann. Hinzu kommen die grossen 
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Schwierigkeiten, auf die man trifft, wenn man experimentell gleiche aussere 
Umstande fiir eine gréssere Anzahl Individuen schaffen will; man scheitert 
hier scheinbar an einer fast prinzipiellen Unméglichkeit. Hiervon wird 
noch bei der Besprechung der experimentellen Resultate die Rede sein. 

Und doch braucht man die gréssere Anzahl. Jede Funktion, und auch 
die Wachstumsgeschwindigkeit, woriiber wir experimentiert haben, wird 
von vielen ausseren Umstanden ,,giinstig” oder ,,ungiinstig” beeinflusst. 
Es ist einleuchtend, dass die Benutzung dieser Umstande auch bei gleicher 
Verteilung derselben fiir jedes Individuum, jede Pflanze in unserem Fall, 
verschieden sein wird. Blatter, deren Oberflache senkrecht zu den Licht- 
strahlen steht, werden die Bestrahlung besser ausnutzen als solche, deren 
Oberflache der Strahlenrichtung parallel ist. Wurzeln, welche unmittelbar 
nach ihrem Keimen Sandkérnern begegnen, werden schwieriger zur 
Entwicklung kommen, als solche welche gerade zwischen den Kérnchen 
zum Vorschein kommen. Die zufallige ,,regellose’’ Verteilung aller dieser 
vielen Umstande verursacht eine zufallige Beeinflussung des Prozesses ; 
zufallig, indem wir, auch wenn die Gesetze der einzelnen Beeinflussung 
bekannt sein wiirden, das Endresultat nicht vorhersagen kénnten (8). 
So werden wir auch ohne absichtliche Aenderung der ausseren Umstande 
ganz variable Reaktionen bekommen. Bei der Beobachtung einer grdsseren 
Anzahl von Individuen wird man unter bestimmten Umstanden sogar 
finden kénnen, dass die Massenerscheinung als solche, die Verteilung der 
Frequenzen, weniger variabel ist, als das einzelne Individuum. 

So gelangt man zur Massenbeobachtung, zum statistischen Experiment. 
Uebrigens ist schon das Wachstum der Zellen im einzelnen Organismus 
eine statistische Grosse; man bekommt hier die Statistik von statistischen 
Effekten (1). 

Wir konnen uns nun, in Zusammenhang mit dem vorher Gesagten, 
fragen, wie das Experiment angelegt werden muss, um aus den erhaltenen 
Frequenzkurven iiberhaupt Schliisse ziehen zu kénnen. \ 

Es ist namlich einleuchtend, dass: 1. das Material aus genotypisch 
méglichst gleichen Individuen bestehen muss; 2. diese Individuen méglichst 
gleichalterig sein miissen; 3. die Individuen wahrend der Periode vor 
der experimentellen Beobachtung unter méglichst gleichen ausseren Um- 
standen aufgewachsen sein miissen. Diese Periode sei méglichst kurz. Die 
zunachst in Betracht kommende experimentelle Beobachtung arbeitet dann 
weiter mit immer méglichst gleichen 4usseren Umstanden. Wir haben uns 
hierauf beschrankt. 

Man bekommt dann eine bestimmte Frequenzverteilung, und es erhebt 
sich die Frage, welche Schliisse man aus der Art der Verteilung ziehen 
kann. Es ist selbstverstandlich, dass uns die Methode der PEARSON-Schule, 
wo die mathematische Formulierung einer zu der Verteilung passenden 
Funktion, eine ,,graduation formula’, gesucht wird, nicht helfen wird. Ein 
logischer Zusammenhang zwischen der Art der Entstehung der Verteilung 
und der mathematischen Formulierung der Funktion besteht dabei ja 
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iiberhaupt nicht. Ueber das Einzige, was uns interessiert: den Modus 
der Entstehung, sagen diese mathematischen Funktionen nichts aus. 
Ausserdem lehrt die genauere Beobachtung, dass die Analyse einer 
Frequenzkurve im allgemeinen nicht geniigt, Schliisse iiber die Prozesse, 
die zu ihrer Entstehung gefiihrt haben, ziehen zu kénnen. Nur in einem 
Falle wiirde man vielleicht geneigt sein, solche Schliisse aus einer Kurve zu 
ziehen: dem Falle der sogenannten ,normalen’’ Verteilung, die dem 


: h ak 
,Fehlergesetz’, y= (x) = —=.e—*, geniigt. Die Griinde, welche dazu 
TU 


fiihren kénnten, und ihre Widerlegung, mégen auch hier kurz auseinander- 
gesetzt werden (12). Bekanntlich hat BesseL (2) die Begriindung des 
urspriinglich von Gauss und LAPLACE fiir die Fehlerverteilung abgeleiteten 
Gesetzes erweitert, Der endgiiltige Fehler kommt durch die Summierung 
einer grossen Anzahl Elementarfehler zustande. BESSEL zeigte, dass das 
Fehlergesetz entsteht, — die Gesetze der einzelnen Elementarfehler ,,mogen 
sein wie man will’’ —, wenn nur: 1. die Elementarfehler sehr zahlreich sind, 
2. sehr klein in bezug auf den resultierenden, summierten Fehler und 3. die 
Ursachen der Elementarabweichungen von einander unabhangig sind. 
Wollte man diese Voraussetzungen biologisch verwerten, so mtsste man 
annehmen, dass in einem reaktiv homogenen Material jedes Individuum, 
z.B. jede Pflanze, wahrend ihrer Entwicklung von einer sehr grossen 
Anzahl Faktoren beeinflusst wiirde, und zwar jedesmal derselben Anzahl, 
wobei jeder Faktor das Wachstum entweder giinstig oder ungiinstig beein- 
flussen kénnte, Weiter miissten die Wirkungen der Faktoren von einander 
unabhangig sein, wahrend die endgiiltige Lange der Pflanze eine lineare 
Funktion der Anzahl giinstigen Faktoren, welche das Wachstum beein- 
flusst hatten, sei, Solche Voraussetzungen treffen biologisch wohl niemals 
zu. Die grosse Anzahl der Faktoren mit kleiner Wirkung hat vielleicht 
noch die grésste biologische Wahrscheinlichkeit. Man muss aber bedenken, 
dass die Anzahl auch wirklich sehr gross sein muss; sonst kommt nicht 
das Fehlergesetz, sondern das Binomium heraus. Die zwanzigste Potenz 
des Binomiums unterscheidet sich vom Gauss’schen Gesetz noch sehr 
deutlich. Ausserdem ist dann die Verteilung schief, wenn die Wahrschein~- 
lichkeiten der ,,giinstigen” und der ungiinstigen” Beeinflussung nicht 
dieselben sind (10). Zwar kann die Schiefheit bei sehr grosser Anzahl 
wieder verschwinden (5). 

Die Unabhangigkeit der elementaren Faktoren ist aber, wie wohl in 
Zusammenhang mit dem vorher gesagten einleuchtend sein wird, biologisch 
vollstandig unwahrscheinlich. 

Es hat sich in der Tat herausgestellt, dass in einem in bezug auf das 
untersuchte Merkmal homogenen Material die normale Verteilung wohl 
niemals vorkommt. Normale Verteilung der Varianten bedeutet eigentlich 
immer einen wohlbegriindeten Verdacht grosser genotypischer Heterogeni- 
tat des betreffenden Materials (JOHANNSEN, 4,5.185). Man hat dies frither 
nicht gewusst, und die irrigen Auffassungen des Begriinders der Variations- 
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statistik, A. QUETELET, wirken noch immer nach. Bei einer solchen 
Verteilung wird die Sachlage fiir In-Wirkung-treten des Gesetzes von 
GAuss—LaPLACE nicht durch die reaktive Homogenitat der Varianten 
sondern die grossen Komplexitat der aufbauenden Faktoren hervorgerufen. 
Je grésser die Komplexitat ist, umsomehr wird dem Gesetz geniigt (8,S.15). 

Frequenzverteilungen, welche in einem mehr homogenen Material 
auftreten, weichen denn auch wohl immer von der ,,normalen” ab. 
EDGEWORTH, KAPTEYN, KAPTEYN und VAN UVEN (5, 6) haben versucht, 
solche Verteilungen mit der normalen in mathematische Verbindung zu 
bringen. Etwas vereinfacht gestaltet sich der Gedankengang folgender- 
massen: Man stellt sich eine Grésse z vor, welche dem GAUSS— 
LAPLACE’schen Gesetz geniigt, sodass fiir die betreffende Ordinate 
geschrieben werden kann: 


_ AN 

in 
worin N die Anzahl Varianten darstellt. Die Grésse z hangt mit der 
beobachteten Grésse X zusammen nach der Beziehung: z—F(x) —M, 


wobei M den Mittelwert von z vorstellt. Betrachten wir die Oberflachen, 
welche von beiden Frequenzkurven (d.h. der experimentellen und der 


Bay 
e h?z 


Y= (2) 
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z-Kurve) und der Achse der Abszisse begrenzt werden, so kénnen wir 
uns diese gleichen Oberflachen aus vielen kleinen Rechtecken y dx, bezw. 
y.dz, welche einander paarweise gleich sind, zusammengesetzt denken, 
wahrend die Gesamtsumme in beiden Fallen gleich N ist. Aus y dx = y, dz 
folgt dann die allgemeine Gleichung der experimentellen Ordinate : 


aN 
=e 


PEARSON (7) hat diese Auffassung bestritten, weil er meint, dass solche 
Beziehungen nach der Gleichung z—F(x)—M in der Natur iiberhaupt 
nicht vorkommen kénnten, da die Beziehungen zwischen Merkmalen 
(,,characters’’) nicht mathematisch funktionell sondern Assoziationen oder 
Korrelationen seien. Tatsachlich kommen einfache Beziehungen zwischen 
Merkmalen, wie sie z.B. bestehen wiirden, wenn bei immer kugelformigen 
Beeren die Radien normal verteilt und infolgedessen die Volumina schief 
verteilt waren, in der Natur wohl kaum vor. Wenn uns der Zusammenhang 
solcher Verhaltnisse aber nun auch nicht klar ist, diirfen wir daraus noch 
nicht a priori schliessen, dass die kausale Verbindung dann auch nicht 
besteht. In funktionellem Zusammenhange miteinander stehende Variablen 
kénnen ja durch aussere Ursachen zu stochastisch verbundenen ,zufal- 
ligen” Variablen (14) umgestaltet werden. Uebrigens handelt es sich hier 
nicht in erster Linie um den Zusammenhang von Merkmalen, sondern, 
zumal in dem Fall des Wachstums, um die Entwicklung eines Merkmals. 
Man k6énnte dann annehmen, dass die nicht-normale Verteilung sich aus 
der normalen entwickelt hatte, und dass die letztere uns verborgen bleibt. 


y e—h (F(x)—M)? : [PY (a), 
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Man kann in diesem Zusammenhang auf die Refraktionskurve der Erwach- 
senen hinweisen, welche eine ausgesprochene Leptokurtosis zeigt, wahrend 
die Refraktionskurve der Sauglinge sich der normalen Verteilung 
nahert, (11))\% 

Es lassen sich aber auch Einwande gegen die KAPTEYN’sche Auffassung 
des Wachstums aufstellen. KAPTEYN meint, dass man in der Lange der 
Pflanze ein gutes Mass fiir die momentane ,,Wachstumsbereitschaft’’ habe. 
Unterschiede in der Wachstumsgeschwindigkeit von zwei Pflanzen gleicher 
Lange seien nur durch Unterschiede in den dusseren Umstanden verur- 
sacht. Zu einer gewissen Lange gehére eine gewisse ,,Reaktionsfunktion’”, 
und die Wachstumsgeschwindigkeit sei sowohl der Intensitat der 4usseren 
Einfliisse, als dieser ,,Reaktionsfunktion’’ proportional. Die letztere lasst 
sich aus der Beziehung zwischen z und x ableiten. Wenn namlich fiir die 
normale z-Verteilung eine Funktion mit dem Parameter h—1 gewahlt 


wird, so kann man fiir die Reaktionsfunktion (x) “a5 schreiben, wo 


x) 
; dz 
ist Ga) ie 1) Die experimentellen Werte kann man unschwer mittels einer 
graphischen Differentiation der Funktion zwischen z und x ableiten. Den 
zu jedem Wert von x gehorenden Wert von z findet man, wie aus dem 
Obengesagten abzuleiten ist, folgendermassen: Man verteilt das experi- 
mentelle Material in Klassen nach Werten von x. Man nimmt dann, z.B. 
links an der Verteilungskurve anfangend, die erste Klasse, bestimmt die 


Anzahl Varianten, und sucht in einer Tabelle mit Werten von 


7 


eee lle" dt, 


Ut 


& 


in 


welcher Wert von z zu dieser Anzahl gehort. Dann nimmt man die nachste 
x-Klasse hinzu, verfahrt in gleicher Weise, und so weiter, bis das ganze 
Material erschépft ist. Die zueinander gehdrenden Werte von x und z 
setzt man in eine graphische Darstellung aus und zeichnet eine Linie durch 
die Punkte. Der ortliche Wert der Reaktionsfunktion, welcher zu einem 
Punkt der Kurve gehért, wird dann gefunden, indem in diesem Punkt die 
Tangente gezogen wird; der Wert ist gleich der Kotangente des Winkels 
zwischen der Tangente und der Achse der Abszisse. 

Sowohl EDGEWORTH—KAPTEYN, wie PEARSON analysieren die von der 
normalen abweichende Frequenzkurve mittels einer fortwahrend wechseln- 
den Streuung (PEARSON, 7, p. 212: Considering o=o0|/V F(x) as the 


standard deviation of the ‘instantaneous Gaussian curve’, etc.); soweit ist 
ihre Behandlung identisch, wie auch KAPTEYN (Rec. des Trav. botaniques 


1) Die Zunahme der Lange wahrend einer bestimmten Periode ist Ax=m@w (x), 
wo die Werte von m von den ausseren Finfliissen verursacht, und normal verteilt sind, 


und ¢ einen Proportionalitatsfaktor vorstellt. 
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Néerlandais 1905) betont hat. PEARSON gibt dann eine formell-mathe- 
matische Beschreibung der Kurve, mittels Reihenentwicklung von 
F(x)—2(a,.x'); die wechselnde Streuung o, wird von KaPTEYN aber 
benutzt zur kausalen Erklarung der Verteilung, da o,=y (x). ca 

Nun ist aber die KAPTEYN’sche Auffassung der Wachstumsgeschwin- 
digkeit biologisch sehr unwahrscheinlich. Die Annahme, dass die 
Wachstumsbereitschaft unzweideutig von der Lange bestimmt sein werde, 
kann, wie aus den obigen Auseinandersetzungen folgt, nicht stimmen, da ja 
zwei Pflanzen mit gleicher Lange im allgemeinen, auch wenn sie 
gleichalterig sind, eine ganz verschiedene Vorgeschichte haben. Auch 
wenn sie vielleicht genetisch gleich und reaktiv mehr oder weniger identisch 
angefangen haben, kann man nicht erwarten, dass infolge der standigen 
,Amalgamierung” dieses urspriinglich gleichen reaktiven Bestandes mit 
durch individuell verschiedene aussere Ursachen bedingten Veranderungen, 
die endgiiltige Wachstumsbereitschaft die gleiche sein werde. 

Es ist also einleuchtend, dass gerade diese Frage biologisch sehr wichtig 
ist, und sie ist es vor allem, die wir mit unseren Experimenten beleuchten 
wollten. Mit der Beobachtung einer einzelnen Frequenzkurve kommt man 
ihrer Lésung nicht naher; es kann nur die Vergleichung mehrerer Kurven 
desselben Materials, zu verschiedenen Zeiten bestimmt die Lésung bringen. 
Wichtig ist dann noch die Spaltung des Materials in verschiedene Gruppen, 
und die Vergleichung der Gruppen untereinander. 


2. Die Experimente. 


Die Beobachtungen iiber das Wachstum beziehen sich auf einen Klon 
von Kalanchoé verticillata S. Elliot, eine Crassulazee 1). Es ist eine 
gewiirzartige ausdauernde Pflanze. Die untersten Blatter sind kreuzstandig; 
hoher am Stengel alternieren sie. Die Spitze der Blatter hat 4—12. Zahne. 
(z). Die Sprésslinge (s) entwickeln sich auf diesen Zahnen. Sie besitzen 
zwei Blatter, welche auf einer Scheibe (Sch) sitzen. Das schmalere dieser 
Blatter steht in der Richtung der Mutterpflanze. Die Sprésslinge lassen 
sich unschwer von der Mutterpflanze scheiden. Wenn sie dann auf die 
Erde gelegt werden, bildet die Scheibe Wurzeln, und die Knospe zwischen 
den Blattern bildet den Stengel. Im ersten Jahr entwickelt die Pflanze im 
allgemeinen keine Blumen. Wahrend der Existenz einer apikalen Knospe 
entwickeln sich keine lateralen Knospen. In Dezember 1933 wurden 450 
Sprésslinge von einer Pflanze auf feuchtem Boden gesetzt. In Marz 1934 
wurde jede einzelne Pflanze in einen Topf gebracht. Die Tépfe wurden 
in ein Gewachshaus gestellt. Hier waren die ausseren Umstinde nicht 
dieselben fiir alle Pflanzen. 96 Exemplare welche ungefahr von gleicher 
Lange waren, wurden als Mutterpflanzen fiir das definitive Experiment 


1) Die Messungen sind von E. F, DRION ausgefithrt worden, 
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benutzt. Hierzu wurden zwei Sprésslinge von der Spitze von drei voll- 
standig ausgewachsenen Blattern von jeder dieser Pflanzen genommen. 


leriej, aL 


Diese Sprésslinge wurden am 3. Oktober 1934 in 48 hdlzerne Schachteln 
von 5 X 5 X 55cm, gepflanzt. Die Schachteln standen parallel dem 
Fenster in einem Zimmer an der Siidseite des Laboratoriums. Die 
Temperatur in diesem Zimmer war nicht konstant, aber nicht niedriger 
als 4° C. Durch ein regelmassiges Umstellen der Schachteln wurden die 
susseren Umstande der Pflanzen méglichst gleich gestaltet!). 

Am 24. Oktober 1934 wurde die Breite der gréssten der ersten Blatter, 
(welche sich noch auf der Mutterpflanze entwickelt hatten), gemessen. 
Die Genauigkeit der Messung war 0.05 mm. Am 16. November 1934, 
11. Januar, 6. Februar, 11. Marz, 27 Marz, 30. April, 15. Mai, 11. Juni 
und 5. Juli 1935 wurde die Lange der Pflanzen gemessen, von den 
niedrigsten Blattern bis zur Terminalknospe; unter einer Lange von 3cm 
wurden die zehntel Millimeter abgeschatzt, tiber 3 cm wurden nur die 
mm notiert. 

Zur Exaktheit des Experiments lasst sich nun Verschiedenes be- 
merken. Als genetisch homogen darf das Material wohl betrachtet 
werden. Die Wachstumsbereitschaft der Sprésslinge war aber nicht gleich ; 
da sie erstens gewiss nicht absolut gleichalterig waren, und auch nicht unter 
absolut identischen Umstanden entstanden. Umso alter die Sprdésslinge 
sind, desto mehr Reservenahrung haben sie gespeichert; desto grésser ist 
also die Energie, mit der sie Wurzeln bilden kénnen. Je besser die Wurzeln 
sind, desto besser wird die Pflanze wachsen. Allerdings werden sich diese 
Verschiedenheiten wenig geltend machen wenn nur die Speicherung in 
allen Sprésslingen reichlich ist. Jedenfalls lassen sich in. unserem 


1) Die Behandlung der Pflanzen ist in der Inaugural-Dissertation von E. F, DRION, 
Leiden 1936, naher beschrieben. Die Dissertation berichtet noch tiber einige andere 


Messungen als die hier beschriebene. 
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Experiment die Unterschiede aber nachweisen. Dies zeigt sich, wenn das 
Material an Hand der Ergebnisse der Messung der Breite des groésseren 
der untersten Blatter (am 24. Oktober 1934) in Gruppen geteilt wird. Die 
letzte Messung der Lange zeigt namlich in den Frequenzkurven von 
Pflanzen, deren Breite der unteren Blatter 8 Monate vorher verschieden 
war noch immer eine grosse Differenz. Es ware fraglos am besten, Spréss- 
linge von gleichem Gewicht zu nehmen. Die untersten Blatter konnen nam- 
lich als eine Art Kotyledonen betrachtet werden; gleiches Gewicht bedeutet 
dann eine gleiche Menge Reservenahrung. Es ist aber einleuchtend, dass es 
fast unmdglich sein wird, an einem Tage eine grosse Anzahl von solchen 
Sprésslingen zu bekommen. Die Identitat der ausseren Umstande war 
ohne Zweifel auch nicht ideal. Dies wiirde aber nur dann verhangnisvoll 
sein, wenn die Kalanchoé eine empfindliche Periode in ihrem Wachstum 
hatte. Wir haben aber keinen Grund, anzunehmen, dass eine solche 
Periode bei Kalanchoé besteht. 

Wir haben indessen zweimal versucht, Kalanchoé-Pflanzen unter 
konstanten ausseren Umstanden zu ziichten. Das erste Mal wurden die 
Pflanzen in Wasserkulturen in einem Zimmer mit konstanter Temperatur 
geziichtet. Alle Pflanzen starben an einer Fungus-Infektion. Das nachste 
Mal wurden die Pflanzen in Sandkulturen in demselben Zimmer geziichtet, 
und zwar bei konstanter, diffuser Beleuchtung. Die letztere verursachte 
jedoch ein reichliches Wachstum von Cyanophyceae, sodass auch diese 
Pflanzen eingingen. 

Kalanchoé verticillata bietet gewiss viele Vorteile fiir unsere Experimen- 
tierungsweise. Es bleibt aber auch hier schwierig, viele reaktiv identische 
Sprésslinge zu bekommen. Wir haben den Eindruck, dass sich derartige 
Schwierigkeiten prinzipiell einem solchen Experimentieren entgegenstellen. 

(Fortsetzung folgt). 
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